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“Era el crepusculo de la iguana.”
Pablo Neruda

Ejercicio 1
Determine todos los posibles valores que puede tomar la expresion

(a®® 4 275 : 9625)

si a es un nimero entero, y para cada uno de ellos encuentre un valor de a
que lo realice.

Resolucion:

Sea d = (a® + 275 : 9625). Factorizando resulta 9625 = 5% - 7-11 y
275 = 52 - 11.
Se tiene que:

»5]d & 5|a*+275 & 5|a® & 5]a.
» 52 |d & 52 |ad +275 & 52 d & 5)a.

» Para que 5° | d antes debe ser 5% | d, y por lo tanto 5 tiene que
dividir a. En ese caso, existe b € Z tal que a = 5b, y por lo tanto
a® + 275 = 52(5%%0* + 11), que no es divisible por 5%. Luego, 5% { d
para todo a € Z.



» 7]d & T]a®+275 ©a®+275=0 (méd 7) < a* =5 (mdd 7),
pero si 7 | a resulta ¢*® = 0 (mdd 7), y si 7t a resulta por el PTF
a*® = a"0% = " =1 (méd 7). Luego, 71 d para todo a € Z.

s 11]d & 11]a®+275 & 11|d® < 11]a
Se concluye asi que:
s d =275 cuando 5 | ay 11 | a (por ejemplo, a = 55).
» d=25cuando 5 | ay 111 a (por ejemplo, a = 5).
» d=11cuando 5{ay 11 | a (por ejemplo, a = 11).

» d=1cuando 5tay 111a (por ejemplo, a = 1).

Ejercicio 2

Encuentre un polinomio ménico f en Q[X]| que satisfaga las siguientes
condiciones:

= f tiene una raiz que es una raiz sexta de la unidad que no es real.

e (f:f) = X2(X2 - 4).

= X — /3 divide a f en R[X].

Dé ademas la factorizacién de f como producto de irreducibles sobre Q[X],
R[X] y C[X].

Resolucion:

Las raices sextas de la unidad son las raices del polinomio X% — 1, cuya
factorizaciéon en Q[X] es X6 —1= (X —1)(X +1)(X?+ X +1)(X? - X +1).
Luego, para que se cumpla la primera condicién, debe ser X? + X + 1] f o
X2—X+1]/f.

Para que valga la segunda condicién debe ser X3 | fy (X2 —4)2 | f, v
por lo tanto, X3(X?% —4)?| f.



Para que valga la tercera condicién, X? — 3| f.

Luego, podemos tomar f = (X2 + X + 1) X3(X? — 4)?(X?% - 3).

Por otro lado, las factorizaciones de f como producto de irreducibles sobre
Q[X], R[X] y C|X] son, respectivamente,

y

(X2 + X +1DX3(X — 23X +2)%(X?-3),
(X2 4+ X + DX (X —22(X + 22X —V3)(X +V3), ¥
(X = a)(X = a)X*(X = 2)*(X +2)%(X = V3)(X +V/3),

f
f
/
donde o = —% + ‘/732

Ejercicio 3

Sea V' = {1,2,...,100}. Consideremos la relacion R sobre el conjunto
W :=V x V tal que siempre que (a,b) y (c,d) son elementos de W vale que

(a,b) R (¢,d) <= a+d=0b+c.
a) Pruebe que R es una relacién de equivalencia.

b) Describa la clase de equivalencia del elemento (7,3) y calcule su cardi-
nal.
Resolucion:
a) e Reflexividad: Sea (a,b) € W. Luego,
(a,b) R (a,b) & a+b=0b+a,

que vale.

e Simetria: Sean (a,b), (c,d) € W tales que (a,b) R (¢, d). Luego,
(¢,d) R (a,b) & c+b=d+a & a+d=>b+c,

que vale pues (a,b) R (c,d).



e Transitividad: Sean (a,b), (¢, d), (e, f) € W tales que (a,b) R (¢,d) y
(c,d) R (e, f). Luego,

(a,b) R(e,f) © a+f=b+e & at+d+c+f=b+c+d+e,

que vale puesa+d=b+cyc+ f=d+e.

Se concluye asi que R es una relacién de equivalencia.

b) Tenemos que
(a,b) R(7,3) & a+3=b+7 & a—b=4.

Luego, como el conjunto de soluciones de la ecuacion diofantica a—b = 4
es
{(a,0) €ZXxZ:a=4+4+k, b=k, ke€Z},

la clase de equivalencia de (7,3) es el conjunto de todos los pares (4 +
k,k) con k € Z tales que 4 + k, k € V.

Resultak e V& 1 <kE<100,yd4+keV &1 <44+k<100 &
—3 < k <96, y por lo tanto debe ser 1 < k£ < 96. Entonces, la clase de
equivalencia de (7, 3) es

((A+kk):1<k<96 keN}

(que tiene 96 elementos).

Ejercicio 4
Sea (F},)n>0 la sucesion de los nimeros de Fibonacci, de manera que
Fob=0, Fi=1vy F,9=F,+ F, paratodon € N.

n

Muestre que para todo n € N resulta F, 1 F,  — F? = (—1)™.



Resolucién:
Usamos induccién. Sea, para cada n € N| la afirmacion dada por
P(n): FoF, 1 —F>=(-1"

Veamos que vale P(n) ¥V n € N.
Sin = 1 resulta

g —FP=FF—-F=1-0-1*=—-1=(-1).
Sin = 2 resulta
oy Fo  —F}=FF —F;=2-1-12=1=(-1)%

Sea n € N. Supongamos verdaderas P(n) y P(n+ 1) y veamos que lo es
P(n+2). La afirmacién P(n+2) es verdadera si y sélo si F,, 3F, 11— F7,, =
(_1)n+2'

Por ser P(n) verdadera resulta

Fop By — Fy = (1),
y por serlo P(n + 1),

FyoF, — F2 = (—=1)""
Restando las dltimas dos igualdades obtenemos

(Fn+1Fn—1 - Fs) - (Fn-l-ZF Fn—l—l) ( ) ( )n+1
FppiFy — F) — FppoFy + F2+1 = (-1)"(1—-(-1))

F2,, = F2=2(=1)"+ FpioFy — Fy 1 F,_y.



Luego,

Fn+3Fn+1 - F3+2 = (Fn+2 + Fn+1>Fn+1 (Fn—H + Fn)2
:Fn+2Fn+1+F3 F'3+1 2Fn+1Fn_F3

= (Fn-l-l"'F )Fn+1_2Fn+1Fn_F3

=F}+F.F, —2F, . F, — F?

= F2, — F?— F,F,

=2(—=1)" + FpyoFy — Fyi1Fyy — Fpi1 F

"
1) ( n+1+F)F Fn+1Fn I_Fn+1Fn

=2(—
:2( D"+ Fpp Fy + Ff — Fyp Fooq — Fol Fy
— (1) 4 F2 — Fy Fy s
:2( 1>n ( Foi1Fy1 — Fr%)
=2(-1)" - (-1)"
_ (-1

Probados los casos base y el paso inductivo, se concluye que P(n) es
verdadera V n € N.

Ejercicio 5

Sea X = {0,1,...,29}. Determine el cardinal del conjunto F de todas
las funciones inyectivas f : X — X que para cada x € X satisfacen las
condiciones

flz)=2 (moéd5) y f(zr)=z (mdd?2).

Resolucion:

Sea f € F. Definamos en el conjunto X una relacion de equivalencia R
tal que, para cada z € X, la clase de x, denotada por [z], esté formada por
todos los posibles valores de f(x). Luego, si z,y € X, debe ser

rRy < =y (mdéd 10)



(notar que z =y (mdd 5) y z =y (méd 2) si y sélo si x =y (mdd 10)).
Entonces, para cada z € {0, 1, ...,9}, resulta [z] = {z, x+10, 2420}, y por
lo tanto hay 3 posibilidades para f(x) (pues f(x) € [z]), hay 2 posibilidades
para f(x+10) (pues f(x+10) € [z] —{f(z)}) y hay una sola para f(x+ 20)
(pues f(z +20) € [z] — {f(x), f(x +10)}).
Se concluye asi que #(F) = (3-2- 1)1 = 6'°.



