Logica y Computabilidad - Recopilacion
Lucas Di Salvo

Resumen

Escribi este apunte al momento de preparar el examen final, recopilando las diapositivas teéricas/précticas
para un estudio y lectura més agradable. No pretende ser un remplazo del asistir a las clases ni de realizar
los ejericios de las guias préacticas. A su vez, el mismo puede estar incompleto o contener errores.
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1 MAQUINAS DE TURING

1. Maquinas de Turing

Una maquina de Turing se compone de una cinta infinita que se extiende en ambas direcciones y esta dividida en
celdas. Cada celta contiene un simbolo de un alfabeto dado X, el cual adicionalmente tiene un simbolo especial
* que representa el blanco en una celda.

Por otro lado, los simbolos L y R no pertenecen a 3 por se simbolos reservados que representan acciones que
puede realizar la cabeza; la misma lees y escribe un simbolo a la vez, moviendose una posicién a la izquierda o
una posicién a la derecha.

Por ultimo, se tiene una tabla finita de instrucciones, que indica qué hacer en cada paso.

1.1. Tabla de instrucciones
La tabla de instrucciones se compone de:
m Un alfabeto X conx € Xy L,R ¢ X.
m Un conjunto finito de estados Q.
= Un conjunto de acciones A = X U{L, R}.

m Un simbolo s € 3 se interpreta como “escribir s en la posiciéon actual”.
m L se interpreta como “mover la cabeza una posicién hacia la izquierda”.

m R se interpreta como “mover la cabeza una posiciéon hacia la derecha”.
Esta tabla de instrucciones es un subconjunto finito T' de
QXX xAxQ,

donde la tupla
(q7 37 a? q/) 6 T

se interpreta como “Si la maquina esta en el estado ¢ leyendo en la cinta el simbolo s, entonces realiza la

accion a y pasa al estado ¢'”.

1.2. Definicién de maquina de Turing

Una méquina de Turing es una tupla
(27 Qa Ta qo, qf)

donde
m 3 es el conjunto finito de simbolos (L, R ¢ X, x € %).
m (Q es el conjunto finito de estados, de los cuales, dos son distinguidos:

m g € Q es el estado inicial.

m g5 € Q es el estado final.

BT CQxXxX3XU{L R} xQ es la tabla de instrucciones (va a ser finita porque ¥ y @ lo son).

m Cuando no hay restricciones sobre T' decimos que M es una méaquina de Turing no deterministica.

m Cuando no hay dos instrucciones en T que empiezan con las mismas primeras dos coordenadas, decimos
que M es una maquina de Turing deterministica.




3 FUNCIONES TURING COMPUTABLES

1.3. Representacion de niimeros y tuplas
Fijamos ¥ = {*,1}

m Representamos a los ntimeros naturales en unario. El nimero x € N se representa como

z=1...1
——
z+1
m Representamos a las tuplas (z1,...,2,) como una lista de la representacién de los x; separados blancos.

La tupla (z1,...,2,) se representa como

Por ejemplo

m El nimero 0 se representa como 1

m El nimero 3 se representa como 1111

m La tupla (1,2) se representa como %11 % 111x

m La tupla (0,0,1) se representa como *1 % 1 % 11x

2. Funciones parciales

Siempre se va a trabajar con funciones f : N — N.
Pero podran ser funciones parciales. Una funcién parcial f es una funcién que puede estar indefinida para
algunos (tal vez ninguno; tal vez todos) sus argumentos.

m Notamos f(z1,...,2,) J cuando f estd definida para (z1,...,z,). En esta caso f(x1,...,z,) es un nimero
natural.
m Notamos f(z1,...,2,) T cuando f estd indefinida para (z1,...,2,).

El conjunto de argumentos para los que f estd definida se llama dominio de f, notado dom(f).

dom(f) ={(z1,...,zn) : fx1,...,2n) I}
f es total si dom(f) = N™.

3. Funciones Turing computables

Una funcién parcial f : N* — N es Turing computable si existe una maquina de Turing deterministica M =
(2,Q,T,q0,q¢) con 3 = {*,1} tal que cuando empieza con una configuracién inicial de la forma

o[ e[« ]T [« [T [«] - [s[@[x[x]x]
TQD
m Si f(x1,...,x,) | entonces siguiendo sus instrucciones en T', se llega a una configuracion final de la forma
| flxr,...,xn) | *
Tas

(con la posibilidad de datos residuales adicionales en la cinta).

m Si f(x1,...,2,) T entonces nunca termine en el estado ¢;.




5 COMPOSICION Y RECURSION

3.1. Poder de cémputo

Teorema

Sea f : N™ — N una funcién parcial. Son equivalentes:
1. f es computable en Java.

2. f es computable en C.

w

. f es computable en Haskell.

I

. f es Turing computable.

No es relevante qué base se utiliza para representar los ntimeros, bien podria utilzarse una representacion
binaria o decimal. De la misma manera, no es relevante si la cinta contiene solo la salida u otras cosas escritas,
o inclusive si se utiliza una cinta de entrada y otra de salida, u otra arquitectura distinta.

4. Funciones iniciales

Otra manera de formalizar la idea de funcién calculable de manera efectiva es la siguiente:

m Empezar por funciones muy simples, efectivas intuitivamente.

m Si mezclamos de alguna manera efectiva dos o méas funciones que ya eran efectivas, entonces obtenemos a
su vez, una funcién calculable de manera efectiva.

Definicién

Las siguientes funciones se llaman inciales:

ms(z)=z+1
mn(z)=0
m Proyecciones: ul'(z1,...,2,) = x; parai € {1,...,n}

5. Composicion y Recursion

Definicién

Sea f:N¥ 5 Nygp,...,gr:N* = N. h:N” = N se obtiene a partir de f y g1,...,gr por composicién
si
h(z1,...,zn) = f(1(z1,- .y 2n), oo gr(@1, .., Tn))

Una clase de funciones C es cerrada por composicién si para cualquier eleccién de funciones f, g1,...,gx €
C, la funcién h obtenida por composicién de ellas estd en C.




7 FUNCIONES PRIMITIVAS RECURSIVAS

h : N"t! — N se obtiene a partir de g : N**?2 - Ny f: N® — N por recursién primitiva si
h(z1,...,2n,0) = f(z1,...,2n)
hzy,...,zn,t+1) =g(h(z1,...,20,t),21,...,Tn,1)
(En este contexto, una funcién O-aria es un constante k. Si h es l-aria y t = 0, entonces h(t) = k =
s®) (n(t)).)

Una clase de funciones C es cerrada por recursién primitiva si para cualquier eleccion de f,g € C la h
obtenida por recursién primitiva a partir de ellas estd en C

6. Clases PRC

Una clase C de funciones totales es PRC (primitive recursive closed) si

1. Las funciones iniciales estan en C.

2. Si una funcién f se obtiene a partir de otras pertenecientes a C por medio de composicién o recursién
primitiva, entonces f también esta en C.

Teorema

La clase de funciones totales Turing computables es una clase PRC.

7. Funciones primitivas recursivas

Una funcién es primitiva recursiva (p.r.) si se puede obtener a partir de las funciones iniciales por un nimero
finito de aplicaciones de composicién y recursiéon primitiva.

Teorema

f es una funcén p.r. <= f pertenece a toda clase PRC.

Demostracion.

(<) La clase de funciones p.r. es una clase PRC'. Luego, si f pertenece a toda clase PRC| en particular f es
p.r.
(=) Sea f p.r. y sea C una clase PRC. Como f es p.r., hay una lista de funciones f1, fo,..., f, tal que

mf=fn

m f; es inicial (con lo cual estd en C) o se obtiene por composiciéon o recursién primitiva a partir de
funciones f; con j < i (luego, también estd en C).

Entonces, por induccién, todas las funciones de la lista estdan en C, y en particular, f, € C. O
Con esto, la clase de funciones p.r. es la clase PRC mas chica.

Corolario

Toda funcién f p.r. es total y Turing computable.

Demostracion. Se sabe que la clase de funciones totales Turing computables es PRC'. Por el Teorema previo,
si f es p.r., entonces f pertenece a la clase de funciones Turing computables. O

No toda funcién parcial Turing computable es p.r. porque toda funcién p.r. es total.




7 FUNCIONES PRIMITIVAS RECURSIVAS

7.1. Ejemplo de funcion p.r.
La funcién suma(z,y) = x + y es p.r. porque

suma(z,0) = ui(z)

suma(z,y + 1) = g(suma(z,y), x,y)

donde
g(z1, 2, 23) = s(u} (w1, 22, 73))

Otras funciones preimitivas recursivas son

mT-y

m 1!

m Y

. x;y_{a:—y siz >y
0 sino

ot ={y 202

7.2. Predicados primitivos recursivos

Los predicados son simplemente funciones que toman valores en {0, 1}, interpretandose como falso y verdadero
repectivamente.

Los predicados p.r. son aquellos representados por funciones p.r. en {0,1}. Por ejemplo, el predicado = < y es
p.r. porque se puede definir como a(z—y).

7.2.1. Operadores légicos

Teorema

Sea C una clase PRC'. Si p y q son predicados en C, entonces =p, pAqy pV q estan en C.

Demostracion.
m —p se puede definir como «(p).
m p A g se puede definir como p - q.

m pV g se puede definir como —(—p A —q).

Corolario

Si p y ¢ son predicados p.r., entonces también lo son los predicados —p, pAqy pV q.

Corolario

Si p y ¢ son predicados totales Turing computables, entonces también lo son los predicados =p, p A q y
pVag.




8 SUMATORIAS Y PRODUCTORIAS

7.3. Definicién por casos (2)

Teorema

Sea C una clase PRC. Sean h,g : N — N funciones en C y sea p : N* — {0,1} un predicado en C. La
funcién

f(xh_._,xn):{g(m,...,xn) Sip(xl,...,xn)

h(zq,...,z,) sino

estd en C.

I Demostracion. f(xi,...,2n) = g(x1,.. ., &n)  P(X1,. .., Tn) + (X1, ..., 20) - a(p(z1,...,24)) O

7.4. Definicién por casos (m + 1)

Teorema

Sea C una clase PRC. Sean gi,...,gm,h : N* — N funciones en C y sean p1,...,p, : N* — {0,1}
predicados mutuamente excluyentes en C. La funcién

g1(z1,. .. xn)  sip(zy,...,x,)
f(mla"'axn): .

gm (X1, xn) sip(zy, ..., x,)

h(z1,...,2,)  sino

estd en C.

8. Sumatorias y productorias

8.1. Sumatorias y Productorias (desde 0)

Teorema

Sea C una clase PRC. Si f : N"*! — N est4 en C entonces también estan las funciones

g(yvxla"')mn): f(t,l’l,...,.’ﬂn)

—- 1M

h(y,$17...,$n): f(t,.’L'h...,.’L'n)

t=0

Demostracion. Se tiene que

g(oaxly"',zn) :f(()?zla"'axn)
gt +1,21,...,2n) =g(t, 21, ..., xpn) + fE+ 1, 21,...,2p)

y de forma andloga para h con - en lugar de +. O

Es 1til notar que no es relevanta la variable sobre la que se hace la recursién, bien se puede definir ¢'(z,t)
como g(t,z) = g'(u3(t, ), ui(t,x)) = ¢'(x,1).

10



9 CUANTIFICADORES ACOTADOS

8.2. Sumatorias y Productorias (desde 1)

Teorema

Sea C una clase PRC. Si f : N"*! — N est4 en C entonces también estan las funciones

M«

g(yaxla"wxn): f(t7x1»"'axn)
t=1
Y

h(y,z1,...,2,) = Hf(t,a:l,...,mn)
t=1

Demostracion. Se tiene que
g(O,xl,...,zL‘n) =0
gt + 1, z1,...,xn) =g(t, 21, ..., x0) + fE+ 1,21, 2p)

y de forma anéloga para h con - en lugar de 4+ (con 1 en lugar de 0 en el caso base). O

9. Cuantificadores acotados

Los cuantificadores V y 3 se leen “para todo” y “existe” respectivamente. Sea p : N**1 — {0, 1} un predicado,
se tiene que

(Vt)<, p(t, 21, ... ,z,) es verdadero si y solo si
m p(0,21,...,x,) es verdadero y

m p(y,21,...,2T,) es verdadero

(Jt)<, p(t, 21, ..., z,) es verdadero si y solo si
m p(0,21,...,2,) es verdadero o

m p(y,21,...,2T,) es verdadero

Lo mismo se puede definir con < y en lugar de < y.

11



9 CUANTIFICADORES ACOTADOS

9.1. Cuantificadores acotados (con <)

Teorema

Sea p : N**1 — {0, 1} un predicado perteneciente a una clase PRC C. Los siguientes predicados también
estan en C:
()<, Pt 215, T0)

()<, P 215, 2Tn)

Demostracion.
y

()<, Pt 21, 20) = H p(t, 1, .., x,) =1

t=0
Y

(Ht)gy p(t7x17~"7xn) — Z p(t7-'1/'1,...,.’l,'n) 750
t=0

m La sumatoria y productoria estan en C.

m La comparaciéon por = estd en C

9.2. Cuantificadores acotados (con <)

Teorema

Sea p : N*T1 — {0, 1} un predicado perteneciente a una clase PRC C. Los siguientes predicados también
estan en C:
(Vt) oy Pt 215, Tn)

(Ft) ., P, 215, T0)

Demostracion.
(Vt) o, P21, zn) = (V) ., =y Vpt.21,...,20))

(F) oy Pt 215 70) = (3t), EFyAptz1,...,20))

12



10 MINIMIZACION ACOTADA

10. Minimizacion acotada

Sea p : N1 — {0, 1} un predicado de una clase PRC C

Yy u
g(y7mla cee axn) = ZHa(p(taxla s 751371,))
u=01t=0

Para entender que hace g se tiene que primero pensar en lo siguiente
m Supongamos que existe un ¢ < y tal que p(t,x1,...,x,) es verdadero

m Sea tg el minimo ¢
m Se tiene que p(¢,x1,...,2,) = 0 para todo t < tg
L yp(to,$1,...7$n) =1L

1 siu<t
Luego con esto, [, a(p(t,z1,...,2,)) = { l =t
0 sino

y+1 veces
m y entonces g(y,x1,...,&p) =14+1+---+1404+0+---+0 = t.
—_—

to veces

m Esto quiere decir que g(y, z1,...,z,) es el minimo ¢ < y tal que g(¢,z1,...,x,) es verdadero.

m Sino existe tal ¢, g(y,x1,...,2,) =y + 1.

Notamos

min p(t,zq1,...
t<y p(a 1,

) minimo ¢ < y tal que p(t,21,...,2,) =1 3t
,Tp) = .
" 0 sino

Teorema

Sea p : N**1 — {0,1} un predicado de una clase PRC C. La funcién

rtngig? p(t,$1, °ooo 71‘71)

también estd en C.

10.1. Funciones p.r. con minimizacién acotada

m z div y es la divisiénentera de = por y

min((t +1) -y > )

(notar que con esta definicién 0 div 0 es 0)
m z mod y es el resto de dividir a x por y
m p, es el n-ésimo primo (n > 0). Se define pg = 0,p2 = 2,p2 = 3,...

po =10

— mi imo(t) At >
P+l t?é&)(p”mo() Pn)

Se necesita una cota K (n) que sea lo suficientemente grande y a su vez que sea p.r.; para esto K (n) = p,!+1

funciona (pues pp41 < pn!+1).

13



11 CODIFICACION DE PARES Y SECUENCIAS

11. Codificacion de pares y secuencias

Definimos la funcién p.r.
(z,y) =2"(2-y+1)-1

(notar que 27(2-y + 1) # 0)

Proposicion

Hay una tnica solucién (z,y) a la ecuacién (z,y) = z.

Demostracion.
m 2 es el mdximo ntmero tal que 2%|(z + 1).

my=((z+1)/2"-1)/2

11.1. Observadores de pares

Los observadores del par z = (z,y) son
mli(z)=2z

mr(z)=y

Proposicion

Los observadores de pares son funciones p.r.

Demostracion. Como x,y, < z + 1 tenemos que
ml(z) = minmSZ((Hy)gzz = (z,9))

mr(z) = minygz((ﬂm)gzz = (z,y))

11.1.1. Ejemplo
m (2,5) =22(2-541)-1 =43
m[(43) =2
mr(43) =5
11.2. Codificacion de secuencias

El ntimero de Goédel de la secuencia ayq, ..., a, es el nimero

n
[a1,...,an) = Hp;“
i=1

donde p; es el i-ésimo primo (i > 1).
Por ejemplo, el nimero de Godel de la secuencia 1,3,3,2,2 es

[1,3,3,2,2] =2'-3%.5%.72. 117 = 40020750.

14



11 CODIFICACION DE PARES Y SECUENCIAS

11.2.1. Propiedades de la codificacion de secuencias

Teorema

Si [ai,...,an] = [b1,...,b,] entonces a; = b; para todo i € {1,...,n}

I Demostracion. Por la factorizacion tnica en primos, se cumple trivialmente.

Notar que [a1,...,a,] = [a1,...,6,,0] = [a1,...,a,,0,0] = ..., pero [ai,...,a,] # [0,a1,...

11.3. Observadores de secuencias

Los observadores de la secuencia x = [ay, ..., a,] son
m zfi] = q

m |z| = longitud de z

Proposicion

Los observadores de secuencias son funciones p.r.

Demostracion.
m xfi] = mintgx(—'p§+1|x)

® |z = min;ca (2fi] # 0N (V) (5 <0V alj] = 0))

11.4. Resumen de codificacién de pares y secuencias

Teorema: Codificacion de pares
m l((z,y) ==
m r((z,y) =y
m z=(I(2),r(2))

I(2),r(z2) < 2z

m La codificacién de pares y sus observadores son funciones p.r.

Teorema: Codificacion de secuencias

. a; sil<i<n
m [ay,...,a,][i] = 0 ah

m Sin > |z| entonces [z[1],...,z[n]] =n

m La codificacién de secuencias y sus observadores son funciones p.r.

15



12 LENGUAJE §

12. Lenguaje S

El lenguaje de programacion S es igual de poderoso que las maquinas de Turing, pero resulta mas facil de
programar, es imperativo y consiste de lo siguiente:

m Variables que almacenan ntimeros naturales

m De entrada: X1, Xo,...
m Unica variable de salida: Y, que comienza inicializada en 0.

m Temporales: Zy, Zs, ..., comienzan inicializadas en 0.
m Instrucciones, las cuales pueden o no estar etiquetadas:

m Incremento, la variable V' se incrementa en 1:

VV+1

m Decremento, la variable V' se decrementa en 1 si antes era > 0, sino queda en 0:
V«V-1

(se comporta como V1)

m Salto condicional, donde A es una etiqueta que denota una instrucciéon del programa.
IF V #0GOTO A

Si el valor de V' es distinto de 0, la ejecucién sigue con la primera instrucciéon que tenga etiqueta A;
si el valor de V es 0 sigue con la proxima isntruccién.

Luego, un programa escrito en S es una sucesion finita de las instrucciones dadas.

12.1. Ejemplos

12.1.1. Ejemplo 1 12.1.2. Ejemplo 2

Programa P Este programa computa la funcién f: N — N, f(z) =
z. Cuando intenta ir a F, termina.
[A} X1 = Xl -1

Y«Y+1 [A] IF X; #0 GOTO B
IF X #0 GOTO A 7y Z1+1

IF Z, #0 GOTO E
[B} X1+ X1-1

El programa P termina cuando X = 0 porque no hay VeV +1
siguiente instruccion, y el mismo computa la funcién 2y 2y +1
f:N—=N, IF Z; #0 GOTO A
)z siz#0
) = 1 sino En el ejemplo, Z; solo sirve para un salto incondicional.

12.2. Macros

Dado que S no tiene saltos incondicionales, se los puede simular con GOTO L, y se lo puede usar como si fuera
parte del lenguaje. Cada vez que aparece GOTO L en un programa P, lo reemplazamos con

V+V+1
IF V #0 GOTO L

donde V es una variable nueva que no aparece previamente en P. De esta misma forma se puede simular muchas
otras pseudoinstrucciones, esto es lo que se llama macro, y se usan como si fueran propias de S; el segmento de
programa que la macro abrevia se llama expansion del macro.

16



12 LENGUAJE §

12.2.1. Ejemplo 1

En un programa P, la pseudoinstrucicén V <« 0 se

expande como
[L] V+«V-1

IF V#0 GOTO L

donde L es una etiqueta que no se encontraba en P.

12.2.2. Ejemplo 2

Asignacién de variables: V < V' (Y « X; en este
caso)

Y <0

IF X; #0 GOTO B
GOTO C

X1+« X -1
Y<+~Y+1
Zl(—Z1+1
GOTO A

IF Z, #0 GOTO D
GOTO E

Z1+ 77— 1

X1+ X1 +1
GOTO C

[A]

[D]

m En el primer ciclo se copia el valor de 1 en Y y
en Z, hasta dejar a X en cero.

m En el segundo ciclo se pone en X; el valor que
tenia originalmente hasta que Z; es cero.

m Cuando se utiliza la macro GOTO A ,

no debe expandiser como:

1+ 7Z1+1
IF Z; # 0 GOTO A

sino como:

Jo — o+ 1
IF Z, # 0 GOTO A

12.2.3. Ejemplo 3

Suma de dos variables:

Y(*Xl

Zl<—X2

IF Z, #0 GOTO A
GOTO E
Zl(—Zl—l
Y+Y+1
GOTO B

Computa la funcién f: N x N —- N

flx1,22) = x1 + 22.

12.2.4. Ejemplo 4

Resta de dos variables:

Y(*Xl

Zl%XQ

IF Z, #0 GOTO A
GOTO E

IF Y # 0 GOTO B
GOTO A
Y+<Y-1

1+ 71— 1
GOTO C

Computa la funcién ¢ : N x N — N,
1 — T2 si T Z T2
T sino

g(x1,22) = {

Notese que g es una funcién parcial, y se la identi-
fica con 1 (en el metalenguaje).

El comportamiento de un programa que se indefine es la no terminacion, siendo esta la tUnica causa de

indefinicion.
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14 COMPUTO

13. Estado y Descripcion instantanea

Un estado de un programa P es una lista de ecuaciones de la forma V' = m, donde V es una variable y m es un
numero, tal que hay una ecuacién para cada variable que se usa en P, y no hay dos ecuaciones para la misma

variable. Por ejemplo, para P:

[A] Xl(—Xl—].
Y+<Y+1
IF X #0 GOTO A

Son estados de P: No son estados de P:

m X;=3Y=1 m X;=3

m X1=3,Y=12,=0 m X1=3,2,=0

m X1=3,Y=127,=8 m X7=3Y=1 X;=0

m No hace falta que sean alcanzados.

Supongamos que el programa P tiene longitud n. Para un estado o de Py un i € {1,...,n+ 1},
m el par (i,0) es una descripcién instantdnea de P,
m y el par (i,0) se llama terminal si ¢ = n + 1.
Para un (i,0) no terminal, podemos definir su sucesor (j,7) como:
1. Si la i-ésima instruccion de P es V <~V + 1.

mj=1+1

m 7 es identico a o, salvo que V' = m se reemplaza por V. =m + 1.
2. Si la i-ésima instruccion de P es V « V — 1.

mj=1:+1

m 7 es identico a o, salvo que V = m se reemplaza por V = max{m — 1,0}.
3. Si la i-ésima instrucciéon de P es IF V # 0 GOTO L.
m 7 es idéntico a o

3.1 Si o tiene V =0 entonces j =i+ 1
3.2 Si o tiene V = m para m # 0 entonces

m Si existe en P una instrucciéon con etiqueda L entonces
j =min{k : k-ésima instruccién de P que tiene etiqueta L}

m Sino, j =n + 1 (estado terminal)

14. Coémputo

Un céomputo de un programa P a partir de una descripcion instantanea d; en una lista di,ds, ..

cripciones instantaneas de P tales que
m d;y1 es sucesor de d; para i € {1,2,...,k —1}.

m d; es terminal.

.,dj de des-
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15 FUNCIONES PARCIALES COMPUTABLES

14.1. Estados y descripciones iniciales
Sea P un programa y sean 71, ..., 7, nimeros dados.
m El estado inicial de P para rq,...,7,, es el estado o1, que tiene
Xi=r, Xo=r9, ... , Xpp=rm, Y =0
junto con V = 0 para cada viarable V' que aparezca en P y no sea Xi,...,X,,,Y.

m La descripcién inicial de P para ri,...,7., es (1,01).

14.2. Coémputos a partir del estado inicial

Sea P un programa y sean 71, ..., T, nimeros dados y o; el estado inicial; se tienen dos casos:

m Hay un cémputo de P, dy,...,d, tal que dy = (1,01). Y notamos \I/S)m>(7“1, ...,Tm) al valor de Y en dj.

En particular, decimos que \I/gn)(rl, ..., Tm) estd definido, y se lo nota \I/g”')(rl, Y .
m No hay tal computo, i.e. esiste una secuencia infinita di,ds,ds,.... Decimos que \Ilgn) (r1,...,7m) estd

indefinido, y se lo nota \Ilgpm) (riyeooyrm) T

15. Funciones parciales computables

Una funcién f : N™ — N es S-parcial computable (o simplemente parcial computable) si existe un programa P
tal que

flri,.ooorm) = ‘Ilgym)(rl, ceyTm)
para todo (r1,...,rn) € N™. La igualdad del metalenguaje es verdadera si los dos lados estdn definidos y tienen

el mismo valor, o si los dos lados estdn indefinidos. Se dice que una funcién f es S-computable (o simplemente
computable) si es parcial computable y total.

Un detalle a tener en cuenta es que un mismo programa P puede servir para computar funciones de 1

variable, 2 variables, etc. Por ejemplo, si en P aparecen Xi,..., X, y no aparece X; con j > n:
m Si solo se especifican m < n variables de entrada, X,,+1,...,X, toman valor 0.
m Si se especifican m > n variables de entrada, P ignora las variables X, +1,..., Xm.
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16 MINIMIZACION NO ACOTADA

16. Minimizacion no acotada

Definicién

La minimizaciéon no acotada se define de la siguiente manera

minimo ¢ tal que p(t, 21, ...,2,) es verdadero si existe tal ¢

mint p(tvxla"wxn): { .
T sino

Demostracion. El siguiente programa computa
ming p(t,z1,...,25)
Si P : N*t1 — {0,1} es un predicado compu-
telple, enionoes [A] TF p(Y, X,...,X,) =1 GOTO E
q Y+~Y+1
t e
ming p( y L1, ax’n) GOTO A
es parcial computable.
O

16.1. Clausura de funciones computables

Teorema Teorema

Si h se obtiene a partir de las funciones (parcia- Si h se obtiene a partir de g por recursién pri-
les) computables f,g1,...,gr por composicion, mitiva y g es computable, entonces h es compu-
entonces h es (parcial) computable. table.
Demostracién. El siguiente programa computa h: Demostracion. El siguiente programa computa h:

Z1 (—gl(Xl,...,Xn) Yk

. [A] IF X; =0 GOTO E
Zk<_gk(X17"'7X’ﬂ> Zy 4+ Z1+1
Y « f(Z4,...,Z) X1 X1
GOTO A
Si f,g1,-..,9k son totales entonces h es total. O
Si g es total entonces h es total. OJ

Teorema

La clase de funciones computables es una clase PRC.

Demostracion. Por los teoremas previos se sabe que la clase de funciones computables estd cerrada por
composicién y recursién primitiva. Falta ver que las funciones iniciales son computables:

m s(x) =z + 1 se computa con el programa m ul(xy,...,2,) = x; se computa con el progra-
ma,

Y+ Xi+1

m n(x) = 0 se computa con el programa vacio.

Corolario

Toda funcién primitiva recursiva es computable.
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17 CODIFICACION DE PROGRAMAS

17. Codificacion de programas

Si bien el tnico tipo de dato en S son los naturales, otros pueden ser simulados. Por ejemplo:
m Tipo bool: Se lo representa con el 1 (verdadero) y el 0 (falso).

m Tipo par de ntimeros naturales: La codificiacion y decodificacién de pares son funciones primitivas recur-
sivas.

m Tipo entero: Podria ser codificada con un par ( bool, ntimero natural ).

Tipo secuencias finitas de nimeros naturales: La codificiacién y decodificacion de secuencias son funciones
primitivas recursivas.

Con esto, se puede simular el tipo programa en S. Las instrucciones de S son
1. V«V+1
2. V+V-1
3. IFV #£0GOTO L'
Y por conveniencia agregamos una cuarta instruccion:
4. V <V, no hace nada.

Es relevante notar que toda instruccién puede o no estar etiquetada con L, se menciona exactamente una
variable V' en cada una de ellas, y el IF menciona simpre una etiqueta L’. Para la correcta simulacioén del tipo,
es necesario codificar las variables y etiquetas de la siguiente manera:

Y, X1, 71, Xo, Z2, X3, Z3, . ... A,B,C,D,...,Z,AA,AB, AC,...,AZ, BA,BB,...,BZ,...

A su vez, escribimos #(V') para la posicién que ocupa la variable V en la lista. Idem para #(L) con la etiqueta
L; de forma que #(Y) =1, #(X2) =4, #(A) =1, #(C), ete.
Con esto, se puede codificar la instruccién I con #(I) = (a, (b, ¢)) donde

1. Si I tiene etiqueta L, entonces a = #(L); sino a = 0.
2. Si la variable mencionada en I es V entonces ¢ = #(V) — 1.
3. Si la instruccion I es

3.1 V < V entonces b = 0.

3.2 V< V 41 entonces b = 1.

3.3 V <+ V —1 entonces b = 2.

3.4 IF V # 0 GOTO L', entonces b = #(L') + 2.

Por ejemplo,

m #(X + X5 +1)=(0,(1,1)) = (0,5) = 10.

m #([A] X1+ X1+1)=(1,(1,1)) =(1,5) = 21.

m #(IF X; #0 GOTO A) = (0,(3,1)) = (0,23) = 46.
m #(Y <~ Y)=(0,(0,0)) = (0,0) = 0.

De esta forma todo niimero representa una tnica instrucciéon I. Luego, un programa P no es més que una
lista (finita) de instrucciones Iy, ..., Iy, y codificamos a dicho programa P con

#(P) = [#(1), ..., #(Ix)] = 1

Por ejemplo, para el programa P

[A] X+« X +1
IF X #0 GOTO A

se tiene

#(P) = [#(1), #(I2)] - 1 = [21,46] -1 =2 - 3% -1
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18 HALTING PROBLEM

17.1. Ambigiiedades

Se menciond que P

[A] X1+« X +1
IF X # 0 GOTO A

tiene niimero [21,46] — 1. Pero [21,46] = [21, 46, 0].
Lo cual resultaria en que un mismo ntmero podria representar a més de un programa. En realidad, el
programa [21,46, 0] es

[A] X1+ X1 +1
IF X #0 GOTO A
Y<<Y

que resulta equivalente a P. La forma de eliminar esta ambigiiedad es estipulando que la instruccién final de
un programa no puede ser Y < Y. Con esto, cada niimero representa a un unico programa.

Teorema: (Cantor)

El conjunto de las funciones (totales) N — N no es numerable.

Demostracion. Supongamos que lo fuera. Procedo a enumerarlas: fo, f1, fa, ...

valoresde fo = fo(0) fo(1) fo(2) fo(3)
valoresde fi = f1(0) fi(1) fi(2) f1(3)
valores de fo = f2(0) fo(1)  f2(2)  f2(3)

Valores.defk = fk.(O) fk(l) fk@) fk(3)

Luego, definiendo la funcion g : N — N, g(z) = f.(x) + 1, se tiene que para todo fr # g, lo cual significa
que g no esta listada. Esto resulta en un absurdo, pues esto era una enumeracién de todas las funciones de
naturales en naturales, y aunque g se una funcién de la indole, no esté presente. O

Con esto se puede concluir que hay una cantidad no numerable de funciones N — N (i.e. hay més funciones
N — N que ntimero naturales). Adicionalmente, se sabe que hay tantos programas como nimeros anturales, y
como hay tantas funciones computables como niimeros naturales, tiene que haber funciones N — N no compu-
tables.

18. Halting problem

El problema de la detencién es conocido como el Halting problem, y trata de un predicado HALT (x,y) :
N2 — {0,1} donde el mismo es verdadero si y solo si el programa con ntimero y, y entrada z no se indefine, i.e.

1 sivW
HALT (z,y) = { SR (@) )
o sino
donde P es el inico programa tal que #(P) = y. Por ejemplo, se P el siguiente pseudoprograma

Y 2
[A] Y+ Y +2
IF (3a)<y (3b) <y [Primo(a) A Primo(b) ANa+b=Y] GOTO A

Supongamos que #(P) = e, se tiene entonces que
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21 PROGRAMA UNIVERSAL

HALT (z,e) =1 < Up(x) | < la conjetura de Golbach es falsa

Teorema: (Turing, 1936)

HALT no es computable.

Demostracion. Probemnos esto por el absurdo, supongamos que HALT es computable. Luego, construimos
el siguiente programa Q:

[4] IF HALT(X,,X;) GOTO A

y supongamos que #(Q) = e. Entonces

1T si HALT (z,x) =1
Yolw) = {0 sino (

Entonces se tiene que

HALT (z,e) =1 <= Vg(z) | <= HALT(z,z) #1

y se llega a un absurdo con = = e. O

19. Diagonalizacién

En general, la diagonalizacion sirve para definir una funcién distinta a muchas otras.
En el caso de HALT (z,y),

m Sea P; el programa con nimero i.
m Supongo que HALT(x,y) es computable.
m Defino un funcién f computable, y la utilizo de la siguiente manera:

m Veo que f ¢ {Up,,¥p,,¥p,,...}. Para ello me aseguro de que f(z) # ¥Up,_(x), y con esto tengo en
particular f(z) | <= Up, (z) 1 (i.e. no puede ser ¥ p, (0), no puede ser ¥p, (1), no puede ser ¥p,(2),
etc.); lo cual es absurdo pues se suponia que f era computable.

20. Tesis de Church

Hay muchos modelos de cémputo tales que tienen el mismo poder de cémputo que S (C, Haskell, maquinas
de Turing, etc.). Segtino la tesis de Church, todos los algoritmos para computar en los naturales se puede
programar en S. Entonces el Halting problem estipula que no hay algoritmo para decidir la verdad o falsedad
de HALT (z,v).

21. Programa universal

Para cada n > 0 definimos

Q(")(xl, ey T, e)
como la salida del programa e con entrada x1,...,x,, lo cual es igual a
\Ilgf)(:cl, ey Ty)

donde #(P) =e.

Teorema

Para cada n > 0 la funcién ®(™) es parcial computable.

23



21 PROGRAMA UNIVERSAL

Observar que el programa para ®(™) es un intérprete de programas. Se trata de un programa que interpreta
programas (representados por nimeros).

Inicializacion

Cliclo principal

//
//

//
//

//

Demostracidn. Para demostrar el teorema, es necesario construir el programa U, que computa &),

// entrada =x1,...,x€
/] #P)=e=lir,...,im] -1
Z+ Xpp+1

// Z:[ila-~-7im]
S« ITj_1(p2;) ™

/] S =10,X1,0,X5,...,0,X,] es el estado inicial

K1
// la primera instruccién de P a analizar es la 1

S codifica el estado, K es el niimero de instruccién
Z = i1y, im]

IFK=|Z|+1VK=0GOTO F

si llego al final, terminar

sino, sea Z[K| = ix0(a(b,c))

U + r(Z[K))

U= (bc)

P < pruy+1

la variable que aparece en ix es la ¢ + 1-ésima

P es el primo para la variable que aparece en iy
IF [(U) =0 GOTO N

si se trata de una instruccién V' <+ V salta a N

IF [(U) =1 GOTO S

si se trata de una instruccién V <V + 1 salta a S

sino, es de la forma V <~V —1 0o IF V # 0 GOTO L

IF -(P|S) GOTO N
si P no divide a S (i.e. V =0), salta a N
IF [(U) = 2 GOTO R

V' # 0. Si se trata de una isntruccién V <V — 1, salta a R

Caso IFV #0 GOTOL yV #0

sino, continua y se trata de una instrucciéon IF V £ 0 GOTO L

b > 2, por lo tanto L es la (b — 2)-ésima etiqueta
K + min;< z(I(Z[5]) + 2 = (U))

K pasa a ser la primera instruccion con etiqueta L
si no hay tal instruccién, K = 0 (sale del ciclo)
GOTO C

vuelve a la primera instruccion del ciclo principal

<y Ty

U,, necesita decodificar e (i.e. averiguar de qué programa P se trata), y llevar una cuenta de los estados de
P en cada paso, partiendo del estado inicial de P cuando la entrada es z1, ..
Dichos estados van a ser codificados con listas, por ejemplo ¥ = 0,X; = 2, X5 = 1 se codifica como
[0,2,0,1] = 63. En el cédigo de U,, K indica el nimero de instruccién que se estd por ejecutar (en la
simulacién de P), y S describe el estado de P en cada momento.
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Caso R (Resta)

// setratadeV <+ V —1conV #£0
[R] S+« SdivP
GOTO N
// S = nuevo estado de P (resta 1 a V) y salta a N

Caso S (Suma)

// setratadeV + V +1
[S] S« S-P
GOTO N
// S = nuevo estado de P (suma 1 a V) y salta a N

Caso N (Nada)

//  la instruccién no cambia el estado
[N] K+ K+1

GOTO C
// S no cambia
// K pasa a la siguiente instruccién
//  vuelve al ciclo principal

Devolucion del resultado

//  sale del ciclo principal
[F] Y « S[1]
// Y = el valor que toma la variable Y de P al terminar

Todo junto

7 Xn+1 +1
8  IT_, (p2y)
K+ 1
[C] TFK=|Z|+1VK=0GOTO F
U « r(Z[K))
P pruy+1
IF {((U) = 0 GOTO N
IF {(U) = 1 GOTO S
IF —(P|S) GOTO N
IF [(U) = 2 GOTO R
K + minj<z(I(Z[4) + 2 = (U))

GOTO C
[R] S+ SdivP

GOTO N
[S] S« S-P

GOTO N
[N] K+ K-+1

GOTO C
[F] Y « S[1]

De esta manera, teniendo esta descripcion de U, para cada n > 0, la secuencia

q)(")(xl,...,xn,O),<I>(")(x1,...,xn,l),...

enumera todas las posibles funciones computables de n variables.
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22 STEP COUNTER Y SNAPSHOT

21.1. Notacién

A veces se escribe
‘I)Szn)(xl, R <I>(")(:171, ceey Ty, €)

y a veces se omite el superindice cuando n = 1

De(a) = D(a,e) = 8V (w, e)

22. Step Counter y Snapshot

Se define el predicado step counter como

STP(”)(ml,...,:cn,e,t) —
el programa e termina en ¢ o menos pasos con entrada z1,...,Z, =
hay un cémputo del programa e de longitud < ¢ + 1, comenzando en con la entrada z1,..., T,

Teorema

Para cada n > 0, el predicado STP™ (Z1,...,2pn,€,t) s P.I.

Se define la funcién snapshot como

SNAP(”)(:Ul, cey T, e t) =
representacién de la descripcién instantdnea del programa e con entrada x1,...,x, en el paso t

Teorema

Para cada n > 0, la funcién SNAP™ (x1,...,Zn,€,t) €8 p.I.

22.1. Funciones computables que no son p.r.

Para entender esto es primero remarcar algunos detalles de los temas previos. Los programas de S pueden ser
codificados con constructores y observadores p.r., y su vez se pueden codificar definiciones de funciones p.r.

con constructores y observadores p.r.. Por otro lado, existe <1>£") (z1,...,2,) parcial computable que simula al
e-ésimo programa con entrada x1, ..., Ty, y existe @é”) (z1,...,2,) computable que simula a la e-ésima funcién
p.r. con entrada x1,...,T,.

Luego, analicemos g : N — N definida como g(x) = é;l)(x). g es trivialmente computable, supongamos entonces
que g es p.r.

m Con esto entonces también es p.r. la funcién f(z) =g(z) + 1= é(zl)(m) +1

® Y existe un programa e tal que ®, = f.
» De forma que tendriamos ®,(z) = f(z) = ®,(z) + 1

m Observemos que el e es fijo, pero la x es variable.

» Y si instanciamos x = e, tenemos ®,(e) = f(e) = P.(e) + 1 y se llega a un absurdo.
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23 TEOREMA DE LA FORMA NORMAL

23. Teorema de la forma normal

Teorema

Sea f : N® — N una funcién parcial computable. Entonces existe un predicado p.r. R : N**! — N tal que

flx1,...,x,) =l(min R(zq,...,2,,2))

Demostracion. Sea e el nimero de algin programa para f(x1,...,z,). Teniendo en cuenta la representacién
de una descripcién instantanea, el siguiente predicado R(z1,..., 2y, 2) es el buscado:

STP(H)(:TCl; sy Ty B,T(Z)) A l(z) = T(SNAP(TL)(xlv cee ,mn,e,r(z)))[l]

Notese que r(SNAP™ (zy,...,2,,e,7(2))) es el estado final de e con entrada z1,...,z,, y al tomar [1] se
estda tomando el valor de la variable Y en ese estado final. O

23.1. Caracterizacion de funciones computables

Teorema

Una funcién es parcial computable si se puede obtener a partir de las funciones iniciales por un ntimero
finito de aplicaciones de

m composicion,
m recursién primitiva y

® minimizacién

Teorema

Una funcién es computable si se puede obtener a partir de las funciones iniciales por un nimero finito de
aplicaciones de

m composicion,
m recursion primitiva y

® minimizacién propia (del tipo min; ¢(z1,...,2z,,t) donde siempre existe al menos un t tal que
q(z1,...,xn,,t) es verdadero)
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24 TEOREMA DEL PARAMETRO

23.2. Eliminacién de variables de entrada

Consideremos un programa P que usa la entrada X; y X, el cual computa la funcién f : N2 — N, de forma
2
que f(z,y) = 0P (2,y).

INSTRUCCION 1 // #(I))
INSTRUCCIONk /] #(Iy)

Y se tiene que #(P) = [#(I1), ..., #([x)] — 1.
Luego, busco el nimero de programa Py para fo : N = N, fo(x) = f(z,0), que computa la funcién fy tal

que fo(z) = U (x)

IF X, #0 GOTO A // 110
INSTRUCCION 1 // #(Ih)

INSTRUCCION k  // #(I})

de forma que #(Py) = [109,110, #(I1), ..., #(I)] — 1. Para esto se supone que A no aparece como etiqueta
en P, caso contrario se elige otro nombre de etiqueta.

Esto se puede repetir para otros valores: Busco el nimero de programa P; para f; : N = N, fi(x) = f(z, 1),
L ()
que computa la funcién f; tral que fi(z) = ¥p'(z)

IF X, #£0 GOTO A // 110
X; + Xo+1 /] 26

INSTRUCCION 1 // #(I))
INSTRUCCION k /] #(I)

de forma que #(Py) = [109,110,26, #(I1), ..., # ()] — 1.
O para 2, busco el ntiimero de programa P, para fo : N — N, fo(z) = f(x,2), que computa la funcién fo tral

que fo(z) = \115312) (x)

IF Xo #0 GOTO A // 110
Xo+— Xo+1 //26

INSTRUCCION 1 // #(I))
INSTRUCCION k /] #(I)
de forma que #(Py) = [109, 110, 26,26, #(I1), ..., #(I;)] — 1.

24. Teorema del parametro

La idea en custi6n, gira en torno a que hay un programa P,, para la funcién f,(z1) = f(z1,22). Y la
transformacién (xa, #(P)) + #(P.,) es p.r., es decir, existe una funcién S : N> — N p.r. tal que dado x5 e
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25 TEOREMA DE LA RECURSION Y APLICACIONES

y = #(P) calcula #(P,,). Dicha funcién, es la siguiente

ly+1]
+1
S(wa,y) = (2173110 Hmz H P

Teorema

Hay una funcién p.r. S : N> — N tal que

1
(1)1512) (21,'1, 1172) = (I)g(lcz,y) (331)

Teorema

Para cada n,m > 0 hay una funcién p.r. inyectiva S7 : N"*1 — N tal que

S (g1 g, UL, U, Y) = @?(jm"'")(ml, e Ty ULy ey Up) =
Q(S’Z)(ul, ’umy)( o) = B (2, T, ST (U, - U, Y))

25. Teorema de la recursion y aplicaciones

Teorema

Si g : N"*t! 5 N es parcial computable, exite un e tal que

@g")(xl,...,:rn) =g(e,x1,...,2p)

Demostracién. Sea S} la funcién del Teorema del Pardmetro:

O (21, wn,u) = @gi)ww (T, )
La funcién (z1,...,2n,v) = g(SL(v,v),21,...,2,) es parcial computable, de modo que existe d tal que
g(St(v,v),21,. .., 2,) = <I>((1n+1)(a:1, s Ty 0) = P () (T2, )

(siendo d el programa que computa tal g). Como d est4 fijo y v es variable, elegimos v =dy e = S}(d,d). O

Corolario

Si g : N**t! 5 N es parcial computable, existen infinitos e tal que

@g")(xl,...,xn) =g(e,x1,...,%p)

Demostraciéon. En la demostracion del teorema anterior, existen infinitos d tal que
1
<D‘(1"+ ) = g(SE(v,v), 1, .., x).

v+~ St(v,v) es inyectiva de modo que existen infinitos e = S} (d, d). O
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27 CONJUNTOS COMPUTABLEMENTE ENUMERABLES (C.E.)

25.1. Quines

Un quine es un programa que cuando se ejecuta, devuelve como salida el mismo programa. Por ejemplo

1 char* f = "charx f = Yc%s¥hc;main(){printf (£f,34,f,34,10);}%c";
2 main () {printf (£,34,f,34,10);}

Proposicion

Hay infinitos e tal que ®.(z) = e.

Demostracién. Considerar la funcién g : N2 — N, g(z,2) = 2. Aplicando el Teorema de la Recursién, existen
infinitos e tales que
D (x) =gle,x) =e.

Proposicion

Hay infinitos e tal que ®.(x) = h(e).

Demostracién. Considerar la funcién g : N2 — N, g(z,2) = h(z). Aplicando el Teorema de la Recursién,
existen infinitos e tal que
. (x) = g(e,x) = h(e).

26. Teorema del punto fijo

Si f: N — N es computable, existe un e tal que @) = .

Demostracion. Considerar la funcién g : N — N, g(z,2) = ®4(,(z). Aplicando el Teorema de la Recursion,
existe un e tal que para todo =,

(I)e(x) = g(e,:r) = (I)f(e)(x)

27. Conjuntos computablemente enumerables (c.e.)

Cuando se habla de un conjuntos de naturales A, se piensa siempre en la funcién caracteristica de ese conjunto:

A(x):{l size A

0 sino
Asi, un conjunto puede ser:
m computable

® primitivo recursivo

Teorema

Sean A, B conjuntos de una clase PRC C. Entonces AU B, AN By A estan en C.

De la misma forma que sucede con las funciones, se tienen conjuntos computables, por ejemplo
0, N, {p : p es primo}
y hay conjuntos no computables, por ejemplo

{({z,y) + HALT(z,y)}, {(z,(y,2)) + Pu(y) = 2}
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27 CONJUNTOS COMPUTABLEMENTE ENUMERABLES (C.E.)

Un conjunto A es computablemente enumerable (c.e.) cuando existe una funcién parcial computable
g : N = N tal que
A={o : g(@) 1} = dom(g)

es decir,

m Podemos decidir algoritmicamente si un elemento si pertenece a A, pero dicho algoritmo se indefine
para elementos que no pertenecen a A.

m Dicho algoritmos se llaman de semi-decision: resuelven una aproximaciéon al problema de decidir la
pertenencia de un elemento al cojnjunto A.

27.1. Propiedades de los conjuntos c.e.

Un conjunto A es co-c.e. si A es c.e.

Si A es computable entonces A es c.e.

Demostracion. Sea P4 un programa para (la funcién caracteristica de) A. Consideremeos el siguiente pro-
grama P

[C] IF Pa(X1) =0 GOTO C

Tenemos entonces que

0 size A
Vr(r) = {T sino

y por lo tanto

A={z : Up(x)l}
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27 CONJUNTOS COMPUTABLEMENTE ENUMERABLES (C.E.)

Teorema

Si Ay B son c.e. entonces AU B y AN B también son c.e.

Demostracion. Sean A= {z : ®p(z) [}y B={z : ®4(z) |}
donde A y B son los dominios de las p-ésimas y ¢-ésimas funciones computables respectivamente.

m (AN B): El siguiente programa R tiene como dominio a AN B:

Y + @,(x)
Y «— ®,(x)

De esta forma, Yg(z) | <= O,(x) | AQy(z) |

m (AU B): El siguiente programa R’ tiene como dominio a A U B:

€] 1F STPY(X,,p, T)=1CGOTO E
IF STPY(X1,¢,T) =1 GOTO E
T+ T+1
GOTO C

De esta forma, Vg (z) | <= @,(x) | VO, (2) |

Teorema

A es computable <= Ay A son c.e.

Demostracion.
(=) Si A es computable, es c.e., y como A es computable entonces A es computable, con lo que A es c.e.

(<) Tenemos que A y A son c.e., definidos como

A={z : @)1}

N

={z : ®y(z) I}

consideremos el programa P:

€] 1F STPY(X,,p, T) =1 GOTO F
IF STPW(X,,q,T) =1 GOTO E
T+ T+1
GOTO C

[F] Y +«1

Con esto tenemos que para cada z, © € A o bien z € A. Entonces ¥ p computa A.
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28 TEOREMA DE LA ENUMERACION

28. Teorema de la enumeracion

Definimos W,, = {z : ¥, (z) |} como el dominio del n-ésimo programa

Teorema

Un conjunto A es c.e. <= existe un n tal que A =W,

A su vez, existe una numeracién de todos los conjuntos c.e. Wy, Wy, ...

28.1. Problema de la detencién (visto como conjunto)

Definimos K = {n : n € W,}, con esto se puede observar

new, < U,(n)| < HALT(n,n)

Teorema

K es c.e. pero no computable.

Demostracion. Por un lado, dado que la funcién n — ®(n,n) es parcial computable, se tiene que K es c.e.
Por otro lado, supongamos que K fuera computable. Con esto se tiene que K también lo seria, y por ser
computable, también es c.e. De forma que por el teorema previo, existe e tal que K = W,. Por lo tanto:

e€eK «— ecW, < ec K

Con lo que se llega a un absurdo pues W, = K.

Teorema

Si A es c.e., existe un predicado p.r. R: N2 — N tal que A = {x : (3t) R(z,t)}

Demostracion. Sea A = W,. Es decir, A ={x : P (x) |}
Entonces x € A cuando para algiin valor de ¢ (en este caso representando algiin tiempo t), el programa e
con entrada z termina, i.e.

A={z : (3t) STPY (z,e,1)}
siendo STPW (z,e,t) = R(x,t).

Teorema

Si A # 0 es c.e., existe una funcién p.r. f: N — N tal que
A={r(0),f(1),f(2),...}

Demostracion. Por el teorema anterior, existe P p.r. tal que A = {z : (3t) P(z,t)}.
Sea a € A, y defino

fw) = {if“) ini(l(u)’r(u))

Siz € A, existe un ¢ tal que P(x,t), de forma que con esta definicién f({x,t)) = x. Teniendo esto en cuenta,
sea = tal que f(u) = x para algin u; con ello x = a o bien u es de la forma u = (z,t), con P(x,t). Luego
x € A. O
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28 TEOREMA DE LA ENUMERACION

Teorema

Si f: N — N es parcial computable, A = {f(z) : f(z)l} es c.e.
Demostracion. Sea ®, = f, y definamos el programa @ de la forma

[A] IF STPY(Z,p,T) =0 GOTO B
IF ®,(Z) = X GOTO E
Bl Z+Z+1
IF Z <T GOTO A
T+T+1
Z 0
GOTO A

Notar que Uq(X) | si existen Z, T tales que Z < T, X = f(Z), y STP(l)(Z,p, T) sea verdadero (i.e. el
programa para f termina en 7' o menos pasos con entrada Z). Con ello

0 size A
\PQ(x): {T sino

Luego, A es c.e.

28.2. Caracterizacion de los conjuntos c.e.

Teorema

Si A # (), son equivalentes:

1. Aesc.e.
2. A es el rango de una funcién primitiva recursiva.
3. A es el rango de una funcién computable.

4. A es el rango de una funcién parcial compuable.

Demostracion.
m (1 = 2) peniltimo teorema visto.
L]
trivial.
4=1

ultimo teorema visto.

)
2 = 3) trivial.
)
. (4= 1)

(
m (3=14
(
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29 TEOREMA DE RICE Y APLICACIONES

29. Teorema de Rice y aplicaciones

C N es un conjunto de indices si existe una clase de funciones N — N parciales computables C tal que
={x : &, €C}

Teorema

Si A es un conjunto de indices tal que §) # A # N, A no es computale.

Demostracién. Supongamos C tal que A = {x : ®, € C} computable. Sean
m fel
mgé¢C
funciones parciales computables. Y sea h : N> — N la siguiente funcién parcial computable:
e = {10
Por el teorema de la recursion, existe e tal que tomando t = e, se tiene ®.(x) = h(e, ), luego
mecA=>0,=g=>P.¢C=>e¢ A
me¢A=>0, =f=>0,eC=ec A

Este teorema da una fuente de conjuntos no computables:

s {z : P, es total}

m {z : P, es creciente}

m {z : @, tiene dominio infinito}
@

m {z : es primitiva recursiva}

29.1. Ejemplos de conjuntos no c.e.
m K={z : ®,(x)1} noes ce.
m K es c.e., de modo que si K lo fuera, K serfa computable.
m Tot ={x : ®, es total} no es c.e.

m Esto se puede ver por una diagonalizacién simple. Supongamos que T'ot es c.e. De esta forma existe
f computable tal que Tot = {f(0), f(1), f(2),...}, y existe e tal que ®.(x) = Ps(,)(x) + 1; lo cual
estd definido, pues f(z) computa un indice que estd en Tot, de modo que P, es total, y e € Tot.

m Esto implica que existe u tal que f(u) = e; de forma que @) () = @f(,)(z) + 1, y tomando z = u
se llega a que @ ¢(,)(u) = ® ¢,y (u) + 1, lo cual es absurdo.

m Tot ={z : ®, no es total} no es c.e.

m Para esto supongamos que Tot es c.e.; con esto existe d tal que Tot = dom(®4). Luego, definimos el
siguiente programa P:

(€] 1IF STPY(X,d,T)=1GOTO B
T«~T+1
GOTO C
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31 SEMANTICA

tal que

T x ¢ dom(®Dy) i.e. D, es total

0 sino

U2 (2,y) = g(z,y) = {

Funcién que se indefine si ¢ dom(d), es decir, no est4 en Tot.
m Luego, por el teorema de la recursién, sea e tal que ®.(y) = g(e,y), con esto se tiene:

m D, es total = g(e,y) 1 para todo y y como ®.(y) = g(e,y), esto implica que = P.(y) T para
todo y = ¥, no es total.

m ®, no es total = g(e,y) = 0 para todo y y como D.(y) = g(e,y), esto implica que P.(y) = 0
para todo y = @, es total.

30. Lenguaje de la légica proposicional
El lenguaje P se compone de
m Simbolos: p’ = — ()
m donde p,p’,p”,p",... son simbolos proposicionales.
m Formulas:

1. Todo simbolo proposicional es una férmula.

2. Si ¢ es una férmula entonces - es una férmula.

3. Si ¢ y 9 son férmulas entonces (¢ — ) es una férmula.
4

. Nada maés es una férmula.
m Convenciones:

m Escribimos ¢ por p’, r por p”, s por p”, ...
m Escribimos (¢ V %) en lugar de (- — 9)
m Escribimos (¢ A %) en lugar de =(¢ — %))

m Escribimos ¢ en lugar de () cuando convenga
m Llamamos PROP al conjunto de todos los simbolos proposicionales.

m Llamamos FORM al conjunto de todas las férmulas.

31. Semantica

Una interpretacién es una funcién v : PROP — {0,1}, donde a v se la llama también valuacién. Con esto,
definimos la nocién de verdad de una férmula para una valuacién.

Sip € FORM y v es una valuacién, notamos:
m v F si ¢ es verdadera para v
m v F si @ es falsa para v
La definicién de F es recursiva:
1. Sipe PROP,vEp < v(p) =1
2. vF ) <= vEY
B vE(W—p) <= vEYVvEp
Observar que por esta convencion se tiene también:
4 vE@WNAp) < vEYAVEDp
5vE(WVp) < vEYVuEp

36



33 CONSECUENCIA SEMANTICA Y CONJUNTO SATISFACIBLE

31.1. Ejemplos
Por ejemplo, si v(p) = 1, v(g) = 0, v(r) = 1, se tiene que
movE(p—or)
moE(g—=r)
mvFp

mvF(pAg)

32. Tautologias y métodos de decision

Una férmula ¢ es una tautologia (F ¢) si ¢ es verdadera para toda interpretacion, i.e. para toda valuacién v,
v E .

Proposiciéon

Sea v € FORM y sean v y w son dos valuaciones tales que v(p) = w(p) para toda variable proposicional
que aparece en . Entonces v F ¢ <= wF .

A su vez, decimos que @ es una contradiccion si v E ¢ para toda valuacién v, y que ¢ es una contingencia si
existen valuaciones v1 y vy tales que v; F ¢ pero vy ¥ .

Existe un método de decisién para saber si ¢ es tautologia o no:

m Supongamos que ¢ tiene variables proposcionales p1, ..., py.

m Sea 'P({pl,,pn}) = {Vl,...,‘/gn}

1 sipeV;
m donde para i € {1,...,2"} definimos v;(p) = { S% P
0 sino
m Con esto, ¢ es tautologia <= wv; F ¢ para todo i € {1,...,2"}

32.1. Conjuntos adecuados

Una funcién booleana es una funcién f : {0,1}" — {0,1}, donde n es algiin niimero natural. Las funciones
booleanas son una manera de formalizar la idea de tabla de verdad.

Decimos que un conjunto de conectivos es adecuado si, dada cualquier funcién booleana f, podemos escribir
una férmula que use s6lo esos conectivos y cuya tabla de verdad se corresponda con la tabla de f.

Proposicion

El conjunto de conectivo {V, A, —} es adecuado.

33. Consecuencia semantica y conjunto satisfacible

SeaI' C FORM y ¢ € FORM. Decimos que ¢ es consecuencia semantica de I' (I' E ) si para toda interpre-
tacion v:

si v F ¢ para toda 1 € I, entonces v F ¢

lo notamos v F T"

Decimos que T es satisfacible si existe una interpretacion v tal que v E v para toda ¢ € T (i.e. tal que v F T)
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34 SISTEMA AXIOMATICO SP

33.1. Ejemplos

m {q}Fq m () es satisfacible

m {g}Fp—q m {p,q} es satisfacible

m {r,pVq}t¥Ep m {-p,p A g} no es satisfacible

m {r,pVg}Fs m {p,p — q,q} no es satisfacible

33.2. Algunos resutlados sobre F
1. DE ¢ < E ¢ (i.e. ¢ es tautologia)
2. si F @ entonces I' F ¢

{ptFe
sil' C A yI'F ¢ entonces A F ¢

=

5. 8ilF oy I'E ¢ — 1 entonces I' E 9

Demostracion. ITtem 5.
m Sea v una interpretacién tal que v E T
m Sabemos que v E ¢
m y sabemos que v F ¢ —

m Con esto conlucimos que v F 1)

33.3. Conjunto independiente
Un conjunto de férmulas I' se dice independiente si para toda ¢ € T, ¢ ¢ con(T"\ {¢}).

34. Sistema axiomatico SP

SP es un mecanismo deductivo que se compone de:
m Axiomas: Sean ¢, 1, p € FORM

m SP1 o — (¢ = ¢)

m SP2 (¢ = (¥ = p)) = (¢ = ¢) = (¢ = p))
m SP3 (~p = =) = (¥ — )

m Una regla de inferencia

m MP Sean ¢,1 € FORM. 1 es una consecuencia inmediata de ¢ — ¢ y ¢.

Una demostracién de ¢ en SP es una cadena finita y no vacia ¢1,...,p, de férmulas de P tal que ¢, =y

E (; es un axioma o
m (p; es una consecuencia inmediata de ¢y y ¢;, donde k,[ < 1.

En este caso, decimos que ¢ es un teorema, y lo notamos F ¢.
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35 CONSECUENCIA SINTACTICA

34.1. Ejemplo: Demostracion de p — p

Utilizando los axiomas y reglas de inferencia de SP, se puede realizar una demostracion de p — p en P de la
siguiente manera:

1.p—=((p—=p) —p) SP1
2. (p=(p—=p)—=p)—=>p—=>(—=p)—(—0p) SP2
3.(p=>@®—p)—(P—p MP1y?2
4. p— (p—p) SP1
5.p—p MP3y4

De esta manera se concluye que Fp — p (i.e. p — p es un teorema).

35. Consecuencia sintactica

Sea I' C FORM y ¢ € FORM. ¢ es una consecuencia sintéctica de I' (I' F ) si existe una cadena finita y no
vacia @1, ..., ¢, de féormulas de P tal que ¢, =y

® (; es un axioma o m (p; es una consecuencia inmediata de g y ¢; con
k,l <.
mp,elo ’
P15 .-+, pn se llama derivacién de ¢ a partir de I', donde I se llama una teoria. De esta forma, decimos que ¢

es un teorema de la teoria T'.

35.1. Correctitud de SP

Teorema

Si 'k ¢ entonces I' F @ (i.e. si ¢ es teorema de la teoria I, es vdlido en toda interpretacién de T').

Demostracion. Supongamos I' F ¢. Es decir, existe una cadena finita y no vacia ¢1, ..., ¢, de férmulas de
P tal que p,, =y

E (; es un axioma o
mp,elo
m (p; es una consecuencia inmediata de i y ¢; con k,l < 1.
Con esto, se puede demostrar que I" F ¢ por induccién en n, donde la propiedad a demostrar es la siguiente:
P(n) = “si ¢1,...,pn es una derivacién de ¢ a partir de T', entonces v EI' = v F ¢”
Demuestro que vale P(n) por induccién en n:

m Caso base: Veo que vale para P(1). Supongo que existe v tal que v E T'. Quiero ver que v ET = v E ¢.
De forma que hay 2 posibilidades:

1. ¢ es axioma de SP: En este caso, v F ¢
2. ¢ € I': En este caso, también v F .

m Paso inductivo: Supongo que existe v tal que v E ', y supongo que vale P(m) para todo m < n. Quiero
ver que vale para P(n + 1). Luego, sea ¢1,...,¢n, pnt1 = ¢ una derivacién de ¢ a partir de I'. Hay 3
posibilidades:

1. ¢ es axioma de SP: En este caso, es igual al caso base.
2. ¢ € I': También igual al caso base.

3. ¢ es consecuencia inmediata de ¢; y ¢; = ¢; — ¢ (con 4,j < n). Luego, por hipdtesis inductiva
(P(i) y P(4)), se sabe que v E ¢; y v E @; — ; con esto v E .

O
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36 CONJUNTOS Y SISTEMAS CONSISTENTES

35.2. Ejemplos

sy ={p}kp n [y={p,ptro
1. p pely 1. =p — (= — —p)
nlo={ptkp—p 2. —p
1.p pely 3. 2 —p
2.p— (p—p) SP1 4. (= —p) = (p = ¢)
m I3 ={p}Fq 6. p
pues I's ¥ ¢ (considerar v(p) =1y v(g) = 0) A

35.3. Algunos resultados sobre
1. 0 ¢ < ¢ (ie. @ es teorema)
2. Sik ¢ entonces I' - ¢

(2

4. SiTCAyT'F @ entonces Al

w

5. SiI'F @y I'F ¢ — 1 entonces I' 1)

Si se reemplaza F por F se pueden obtener resultados similares.

36. Conjuntos y sistemas consistentes

Se dice que I' € FORM es consistente si no existe ¢ € FORM tal que
'k AN TE-p

Se dice que un sistema S es consistente si no existe ¢ € FORM tal que

Fsp AN Fs—p

Teorema

El sistema SP es consistente

Fo = vEFp = vEF-p = F-p

—p sean teoremas a la vez.
36.1. Notas sobre computabilidad
Se pueden codificar las férmulas de P con nimeros naturales, donde

m a cada férmula ¢ se le asigna un nimero #¢ > 0

m cada nimero positivo representa una tnica féormula

SP1
pely
MP1y?2
SP3
MP3y4
pely
MP5y6

Demostracion. Sea v una valuacion cualquiera. Por correctitud, todo teorema de SP es verdadero para v

Es decir, dado un teorema ¢ de SP, sucede que cualquier valuacién lo hace verdadero, de forma que toda
valuacién hace falso a —p, con lo que —¢ no es un teorema. De forma que no puede pasar que ambos ¢ y

O

Con esto se puede decidir algoritmicamente si una féormula es un axioma o no. Por ejemplo, se puede computar

la funcion
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36 CONJUNTOS Y SISTEMAS CONSISTENTES

{1 si la férmula de nimero z es un axioma de SP
ax(x) =

0 sino
Y se puede decidir algoritmicamente si una férmula es consecuencia inmediata de otras dos, computando la

fucién

1 sila férmula de ntimero z es consecuencia inmediata de las férmulas de niimeros x e y

mp(x,y, z) = {

0 sino

A su vez, las demostraciones al ser listas finitas de férmulas, se pueden codificar como [#¢1, . .., #¢n]
Con ello se puede decidir se una lista de fiormulas es una demostracién valida o no, computando

1 2 es una demostracién valida
dem(z) = 0 sino

donde efectivamente:

dem(x) = (Vk e {1,...,|z|}) [ax(z[k]) V cons(x, k)]
cons(x, k) = (Fie{l,...,k—1}) [mp(z[i], z[], x[k])]
Por 1ltimo, se puede considerar el siguiente programa P:
[A] IF dem(D) = 1 A D[|D|] = X GOTO E

D+ D+1
GOTO A

P busca un demostracién para la férmula con nimero X.
m Si la encuentra, se detiene
m caso contrario, se indefine

es decir, F ¢ <= Up(#¢p) |, 0 equivalentemente ¢ es teorema <= #p € dom(¥p)

Se tiene entonces también que (en general), cualquier sistema de deduccién con un conjunto computable de
axiomas y reglas de inferencia computables, tiene un conjunto de teoremas c.e.
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37 TEOREMA DE LA DEDUCCION

37. Teorema de la deduccién

Teorema

SiTU{p}F v entonces 'k ¢ — ¢

Demostracion. Esto se puede demostrar por induccién en la longitud de la demostracién de T' U {p} - 9.
Supongo que @1, ..., @, es una derivacién de (= ¢, ) a partir de I U {¢}. Luego,

m Caso base: Sea ¢1,..., ¢, una derivacién de ¢ a partir de I' U {¢}, y sea n = 1 (i.e. la derivacién es
una sola férmula ¢ = ). Con esto, se puede observar que hay 3 posibilidades:

1. % es un axioma de SP: 2. v el:
1.1 1) es axioma 2.1 ¢ pel
1.2 ¥ = (p = ¥) SP1 22 Y = (¢ =) SP1
1.3 o = MPly?2 23 o= MP1ly?2
3. Y=o

Dado que F p — p (probado previamente), se puede demostrar ¢ — .

m Paso inductivo: Sea ¢, . .., ¢, una derivacién de ¢ a partir de 'U{p}, y tomo como hipétesis inductiva
el que para toda derivacién de ¢’ a partir de I'U {¢} de longitud menor a n, se tiene que T' ¢ — 1),
Luego, pruebo que vale para n. Hay 4 posibilidades:

1. % es un axioma de SP: Idem caso base.
2. ¢ € I': Idem caso base.
3. ¢ = ¢: Idem caso base.
4. 9 se infiere por M P de ¢; y ¢, (con i,j < n).
m Tomamos entonces que @; = @; — P
m Luego, TU{p} F ¢;, donde su derivacién tiene longitud menor a n. De forma que por hipdtesis
inductiva, I'+ o — ;.
m A su vez, I' U{p} - ¢;, donde su derivacién tiene longitud menor a n. De forma que por
hipétesis inductiva, I' F ¢ — ¢;.
m Es decir, T'F ¢ — (p; — ).
m Luego, por SP2 se tiene que F (¢ — (¢; = ¥)) = (¢ = ¢i) = (¢ = V)
m Aplicando M P entre B y luego entre M se obtiene que I' - ¢ — 1.

37.1. Conjuntos consistentes
1. T U {—¢p} es inconsistente <= TI'F ¢

2. TU{p} es inconsistente <= I'F —p

Demostracion. Se demuestra 1, la demostraciéon de 2 es anéloga.

(<) T F o = TU{-p}F ¢ yasu vez trivialmente I' U {—p} F —¢, de forma que I' U {—¢p} es
inconsistente.

(=) Como I' U {—¢} es inconsistente, existe ¢ tal que I'U{—p} F ¢ y TU{=p} F —. De forma que por el
teorema de la deduccion, se tiene que ' —p — ¢ y T'F —p — =),

Luego, utilizando el teorema F (—¢ — ¥) — ((—¢ — =) — ), y aplicando M P primero entre B y
luego entre M, se obtiene que I' - .

O
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38 LEMA DE LINDENBAUM

37.2. Satisfacible = Consistente

Teorema

SiI' € FORM es satisfacible entonces I' es consistente.

Demostracion. Esto se puede probar por el absurdo:

Supongamos que existe una interpretacion v tal que v F I' pero I' es inconsistente, de forma que existe
tal que I' ¢ y T' = ). Por correctitud de SP, consecuencia sintactica implica consecuencia seméntica, es
decir I' F ¢ y I' E —1). Pero como por hipétesis v F T', se tiene que v E ¢ y v F —.

De forma que se llega a un absurdo que provino de suponer que I' era inconsistente. O

38. Lema de Lindenbaum

Se dice que I' € FORM es maximal consistente (m.c.) en SP si
m [ es consistente y
m para toda férmula ¢

mpclo
m existe Y tal que TU{p}t v yTU{p}F -

Lema

SiI' € FORM es consistente, existe IV m.c. tal que I' C I

Demostracion. Esta demostracién se basa en obtener IV (superconjunto m.c. de T').
Se enumeran todas las férmulas de forma 1, ps,... y se define

IFOZF

I U{pni1}t siT,U{p,i1} es consistente
L I‘n-l-l = .
T, sino
| IV = UiZO Fz
Y se tiene que
1. VDT
2. Cada I'; es consistente.

3. TV es consistente. Caso contrario, existe ¢ tal que IV v y IV =), donde en ambas derivaciones
aparecen Unicamente {71,...,7,} C I'. Luego, sea j suficientemente grande tal que {v1,...,7} € I';,
en este caso se tendria que I'; ¢ y I'; = =, lo cual es absurdo pues contradice el punto 2.

4. Por tltimo, I'" es maximal. Por ejemplo, supongamos que existe ¢ ¢ I"'. Debe existir n tal que p,+1 = @,
de forma que @p41 € Tpy1 y entonces I'y, U {¢p 41} resultarfa inconsistente. Luego, IV U {¢, 11} seria
inconsistente, pues I',, C I".

O

38.1. Conjuntos maximales consistentes

Proposicion

Si IV es m.c. entonces para toda ¢ € FORM, o bien ¢ € TV o bien —p € T,

Demostracion. Para empezar, no puede ser que ¢ y —p estén en IV porque seria inconsistente, asi que para
ver esto partamos de pensar que ninguna de ellas estd. Como I es maximal,

m IV U {p} es inconsistente, lo cual implica que I F =, resultando en I inconsistente.
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39 TEOREMA DE COMPLETITUD (FUERTE) EN SP

m IV U {—p} es inconsistente, lo cual implica que I'' I ¢, resultando en I inconsistente.

De forma que o bien ¢ € TV o bien —¢ € I'". O

Proposicion

Sea I' m.c., I F p < el

38.2. Consistente = Satisfacible

Teorema

SiI' € FORM es consistente, entonces I' es satisfacible.

Demostracion.

Dado T' consistente, construimos IV O T" m.c. (por el lema de Lindenbaum), y definimos la interpretacién v
tal que v(p) =1 <= p € I". Veamos que v E ¢ <= ¢ € IV por induccién en la complejidad de ¢ (i.e.
cantidad de = 0 — que aparecen en ).

m Caso base: ¢ = p, esto resulta trivial por la definiciéon de v.

m Paso inductivo:
Tomo como hipétesis inductiva v F ¢ <= ¢ € I para toda ¢ de complejidad menor a m.

Luego, sea ¢ de complejidad m, hay 2 casos para analizar:

1. ¢ =
(=) vEF ¢ = v ¥ 1 donde ¢ tiene complejidad m — 1 (tiene una negacién menos que ¢), lo
cual, por hipétesis inductiva implica que ¥ ¢ IV = -y €[V = p eI’
(<) ¢ eIV = 9 ¢ I lo cual, por hipédtesis inductiva implica que v E ¢ =— vE ¢ = vk

2.o=¢—p
(=) Se tiene que v E ¢ = v E (¢ — p) lo cual implica que v ¥ ) o v F p.
m Si v ¥ 9, por hipdtesis inductiva ¢ ¢ IV = - € IV = I" - —1). Usando el teorema
F -y — (¢ = p) y MP, se obtiene que IV - ¢ — p. Es decir, v — p € T".
m Si v F p, por hipétesis inductiva p € IV = TV I p. Usando F p — (v — p) (SP1), junto
con M P, se obtiene que IV ¢ — p. Es decir, ¢p — p € T".
(<) La vuelta se la puede probar por el contrareciproco, de forma que se tiene que v ¥ ¢ —
vEYywvE p donde ¥ y p tienen complejidad m — 1 (tienen una implicacién menos que
©), y por hipétesis inductiva, ¢y € Iy p ¢ I = -p € I". Esto implica que I" F ¢ y
I" | —p. Luego, utilizando el teorema - ¢ — (-p — =(¢p — p)) y aplicando M P dos veces
sobre los antecedentes, se obtiene que IV F —(1) — p). Por lo tanto, =(¢) — p) € I y entonces
Yv—opgl

O

39. Teorema de Completitud (fuerte) en SP

Ya se probo que I' consisitente <= T satisfacible y que I' U {—¢} es inconsistente <= T ¢. De esto surge:

Teorema

SiT E ¢ entonces T' - ¢ (i.e. consecuencia seméntica implica consecuencia sintéctica).

Demostracién. Supongamos I' E ¢. Luego I' U {—¢} es insatisfacible, y como consistente —> satisfacible,
tenemos el contrareciproco y I' U {—p} serfa inconsistente, de forma que T' F . O
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40 TEOREMA DE COMPACIDAD

40. Teorema de Compacidad

Teniendo en cuenta el teorema previo, se pueden obtener los siguientes corolarios:

Corolario

I'Fp <= TEp

Corolario

F o < F ¢ (i.e. ¢ es un teorema de SP <= es tautologia).

Con esto se puede enunciar el siguiente teorema (Compacidad):

Teorema

Sea I' € FORM. Si todo subconjunto finito de I" es satisfacible, entonces I' es satisfacible.

Demostracion. Esto se puede probar por el absurdo.

Supongamos que I es insatisfacible, lo que implica que I' es inconsistente y existe ¢ tal que '+ ¢ y T' F =),
Para esto, se utilizan solo finitos axiomas de la teorfa T' (porque dichas derivaciones son finitas), de forma
que existe A C I' finito tal que A+ ¥ y A F —.

Esto quiere decir que A es inconsistente, lo cual implica que A es insatisfacible, pero esto contradice la
hipétesis de que todo subconjunto finito de I' es satisfacible, llegando a un absurdo. O

40.1. Resumen del lenguaje P

Seméntica Método deductivo
m Tautologia (verdadera en toda interpretacién) m Teorema (tiene demostracién en SP)
m Consecuencia semantica F m Consecuencia sintactica
m Conjunto satisfacible m Conjunto consistente

(existe un modelo para todos sus elementos) (no perimite probar ¢ y —p)

40.2. Notas sobre computabiliiad

Se menciond previamente que el conjunto de teoremas de SP es c.e., y de hecho, el mismo resulta ser computable.
Dado que se puede por ejemplo trabajar con un método de decisién como las tablas de verdad, de forma que
F ¢ <= F ¢ se puede interpretar como - ¢ <= en la tabla de verdad de ¢ solo hay 1s en la tltima columna.
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42  TERMINOS, FORMULAS Y VARIABLES DE UN LENGUAJE

41. Lenguaje de logica de primer orden

Los lenguajes de primer orden se componen de simbolos légicos: ¢ 'V = — (), donde =, z/, 2, z’”,... son

variables pertenecientes a VAR (el conjunto de variables), y V se llama cuantificador universal.

Se tienen distintos simbolos en cada lenguaje particular £ =C U F U P, donde:

m C es un conjunto de simbolos de constantes (puede ser C = ().
m F es un conjunto de sfmbolos de funciones (puede ser F = 0).

m P es un conjunto de simbolos de predicados (P # 0).

42. Términos, féormulas y variables de un lenguaje
42.1. Términos de L
Para un lenguaje fijo £ se pueden definir los términos de £ como:

1. Toda variable es un término.
2. Todo simbolo de constante de £ es un término.

3. Si f es un simbolo de funcién n-adico de Ly t1,ta,ts,...,t, son término de L, entonces f(t1,...,t,) es
un término de L.

4. Nada maés es un término de L.

TERM(L) es el conjunto de todos los términos del lenguaje L.

Se dice que un término es cerrado si no tiene variables. Por ejemplo, para £L = C U F U P, con C = {c¢,d},
F={f}yP={R} (f de aridad 3, R binario) son términos:

C’ d7 x? f(c7 d7 xl)? f(c7 f(x//,7 x//’ xl/)7 x/)
42.2. Foérmulas de £

Para un lenguaje fijo £, se pueden defirnir las formulas de £ como:

1. Si P es un simbolo de predicado n-ddico de £ y ti,...,t, son términos de L, entonces P(ty,...,t,) es
una féormula (atémica) de L.

2. Si ¢ es una férmula de £ entonces —p es una férmula de L.

©w

Si ¢ y 9 son férmulas de £ entonces (p — 1) es una férmula de L.¢

e~

Si ¢ es una féormula de £ y x una variable entonces (Vx)y es una férmula de L.

Nada mas es una férmula de L.

ot

FORM(L) es el conjunto de todas las férmulas del lenguaje L.
Por ejemplo, para L =CUFUP, con C = {c,d}, F={f} y P={R} (f de aridad 3, R binario) son férmulas:

R(d,z"), (V2" R(d,z"), (Va")R(f(z",2',2""),d)
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43 INTERPRETACION Y VALUACION

42.3. Convenciones

Algunas convenciones a utilizar para los lenguajes de primer orden a tratar:

m Usamos z,, z, . . . para variables.

m Usamos a, b, c,d,... para simbolos de constante.

m Usamos f,g,h,... para simbolos de funcién (la aridad simbre va a quedar clara a partir del contexto).

m Usamos P,Q, R, ... para simbolos de predicado (la aridad simbre va a quedar clara a partir del contexto).

m Escribimos (3z)¢ en lugar de —(Vz)—p.
m Escribimos (¢ V ¢) en lugar de (—¢p — ).
m Escribimos (¢ A ) en lugar de —(p — —)).

m Escribimos ¢ en lugar de () caundo convenga.

42.4. Variables libres y ligadas

Una apariciéon deuna variables x en una férmula esté ligada si estd dentro del alcance de un cuantificador. En
cado contrario, dicha aparicién estd libre; a su vez una variable estd libre/ligada en una férmula si todas sus
apariciones estdn libres/ligadas. Adicionalmente, se dice que una férmula es una sentencia si todas las variables
son ligadas (no hay apariciones libres de variables).

Por ejemplo, para un lenguaje con un simbolo de predicado binario P se tiene que

m En P(z,y), x estd libre.

m En (Vy)P(z,y), x estd libre.

m En (V2)P(z,y), z estd ligada.
(

m En (Vo)(Vy)P(z,y), = estd ligada.

En P(z,y) — (Vz)(Vy)P(z,y)

m La primera aparicion de x esta libre.
m La segunda aparicién de x esta ligada.

m Entonces, £ no esta ni libre ni ligada.

43. Interpretacion y valuacién

43.1. Estructuras de un lenguaje

Una L-estructura A (o una interpretacién de £), de un lenguaje £ = CUF U P estd compuesta de un conjunto
A no vacio (llamado universo o dominio), y las siguientes asignaciones:

m Para cada simbolos de constante ¢ € C, un elemento fijo c4 € A.
m Para cada simbolos de funcién f € F, una funcion fu : A" — A.
m Para cada simbolos de predicado n-ario P € P, una relacién P4 C A™.

Las funciones f4 y los predicados P4 son siempre totales.
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43 INTERPRETACION Y VALUACION

43.1.1. Ejemplos
Para L=CUFUP, conC = {c,d}, F=f,gy P =P (f unaria, g binaria, P binario)

L-estructura A L-estructura B
n A=7Z = B=7P(N)
mcy=0 mceg=10
mdy=1 mdg=N
B falz)=—a = fa(z) =7
m gal@,y) =z +y m gs(z,y) =xUy
m Palz,y) < zly m Ps(z,y) <= vCy

43.1.2. No ejemplos
Para L=CUFUP, conC ={c,d}, F=f,gy P =P (f unaria, g binaria, P binario)

L-estructura M L-estructura N
" M=17 s N =P(N)
=0
" oM m ¢y = funcién identidad
] dM =1
m dy = funcién cero (nula)
m fm(z)=1/z
 guilz,y) = m fy(z) = derivada de x
m Py(r,y) < zly m gn(z,y)=z0yY
En general, m Py(z,y) < z=y
ml/xé¢Z

Una funcién R — R puede no ser derivable.
w2V ¢Z.

43.2. Valuaciones

Si fijasemos una L-estructura A con dominio A, una valuacién para A es una funciéon v : VAR — A. Si
extendemos v a ¥ : TERM (L) — A, que interpreta un término ¢ en una L-estructura A de la forma:

m Si ¢ =z (variable), entonces o(t) = v(z)
m Si ¢ = ¢ (constante), entonces 9(f) = c4
m Sit= f(t1,...,t,) (funcién), entonces 0(t) = fa(0(t1),...,0(tn))

Adicionalmente, sea v una valuacién de A y sea a € A. Se define la valuacién v(z = a) de la siguiente manera

oa = a)(y) = {”(‘” trY

a T=y

(escribimos v en vez de ).
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43 INTERPRETACION Y VALUACION

43.2.1. Ejemplos

Para L=CUFUP, conC = {c,d}, F=f,gy P =P (f unaria, g binaria, P binario)

L-estructura A
n A=27
mcy=0
mdy=1
m fa(z)=—x
mga(z,y)=z+y
B Pylz,y) <= xfy
Tenemos
m Siv(z)=2
w 3(g(a, f(d) = 2+ (1) =1
m Para cualquier v

m 9(g(c, f(d) =0+ (-1) = —1

43.3. Interpretacién de una férmula

L-estructura B

B =P(N)

g5(z,y) =z Uy

Ps(z,y) <= xCy

Tenemos

Siv(z) ={1,2}
» (g(z, f(d))) = {1,2} UN = {1, 2}
Para cualquier v

m 9(g(c, f(d) =0 UN=1

Sea A una L-estructrura con dominio A y v una valuaciéon de A. Se propone la siguiente definicién, cuando ¢
es verdadera en A bajo la valuacién v (lo cual notamos A E ¢[v]) y

1. ¢ es de la forma P(ty,...,t,) (atémica)

AFE P(ty, ...

2. ¢ es de la forma —

Jtn)[v] = (0(t1),...,0(tn)) € Py

AE v] <= AFE ¢[v]

3. ¢ es de la forma (¢ — p)

AE W = )] = AE Y]V AFE plv]

4. ¢ es de la forma (Vz)y

AE (V2)ylv] <= Vae€ A, AE ¢Yv(x = a))

43.3.1. Ejemplos

Para L=CUFUP, conC={c,d}, F=f,gy P=P (f unaria, g binaria, P binario)

L-estructura A

m A=7
mcy=0
mdy=1

mga(z,y)=z+y

m Pyz,y) < zly

Tenemos

Para v(z) = 1
n Ak P(z,d)[]
Para v(z) = 0
s A¥ P(z, )]
Para cualquier v

n AF¥ (Vy)P(y,9(y,d))[v]
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44 NIVELES DE VERDAD

L-estructura B Tenemos
» B=P(N) m Para v(z) = 0
" g =0 w BE P(z,d)[v]
wds=N a Para v(z) = {1,2,3)
" fu(z) =7 u B¥E P(z,0)[v]
m gp(z,y)=2Uy m Para cualquier v
m Pp(z,y) < zCy = BE (Vy)P(y,g(y,d))[v]

43.3.2. Notacién (A, Vv, 3)

Sea A una L-estructura y v una valuacién de A. Se deduce:

5. ¢ es de la forma ¢ V p
AE WV p)v] <= AEYv]VAE pv]

6.  es de la forma ¥ A p
AE (YA p)v] <= AEY[]ANAE plv]

7. ¢ es de la forma (Jz)y
AE (Jz)v] <= Jae€ A, AFYlv(z = a)

44. Niveles de verdad

Para un lenguaje L fijo se dice que una L-férmula ¢:

1. Es satisfacible si existe una L-estructura A y una valuacién v de A tal que A F ¢[v].
2. Es verdadera (o vélida) en una L-estructura £ (es decir, A F ¢) si A F p[v] para toda valuacién v de A.
m En este caso se dice que A es un modelo de .
3. Es universalmente valida (F ¢) si A E @[v] (a veces escrito A, v E @) para toda L-estructura A y toda
valuacién v de A.
44.1. Ejemplos
s A= (Z;<,0) con la interpretacién usual

B AE (Vo) 3y)z <y

m AF Jy)z <y

m ARz <y— (F)(z<zAz<y)
m AF (32)z <0

m B =(N;<,0) con la interpretacién usual

B BEr<y— (F2)(z<zAz<y)
m BE(Jzx)z <0

m C = (Q;<,0) con la interpretacién usual

BCEz<y— (F)(z<zAz<y)
mCE(Jr)z <0

m (3z)(Vy)P(z,y) es satisfacible

m D = ({0};=) con la interpretacién usual

m & = (N; <) con la interpretacién usual
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45 CONSECUENCIA SEMANTICA EN LOGICA DE PRIMER ORDEN

E (Va)P(x) — P(x) se entiende ((Vz)P(z)) — P(x)
m ¥ P(x) = (Vz)P(z)

m F = (N;par) con la interpretacién usual, v(z) =0

44.2. Resultados sobre satisfacibilidad y validez
m Si ¢ es una sentencia, A F ¢ <— AFE ¢[v].
m  es universalmente valida <= —¢ es insatisfacible.
m Preservaciéon de validez del Modus Ponens:
B AE QU] ANAE (p = ¢)[v] = AFE Y[y
n AFoNAE (o= ¢) = AEY
BEpAE (o > 0) = EY
m Clausura universal
m AFEp < AE (Va)p
B Ep —=F Vo)

Decimos que un elemento e del universo de una L-estructura A es distinguible si existe una L-férmula ¢ con
una sola variable libre = tal que A F ¢[v] < v(z) =e.

45. Consecuencia semantica en légica de primer orden

Sea I' C FORM(L) y ¢ € FORM(L). Se dice que ¢ es consecuencia semantica de I' (I' E ) si para toda
L-estructura A y toda valuaciéon v de A

AET[] = AE ¢[v]
Y Notamos A E I'[v] como, para toda i € T, A F ¢[v].
Dada una L-estructura A con universo A, decimos que una relacién R C A™ es expresable si existe una L-férmula
© con n variables x1,...,x, tal que para toda valuacién v, vale que A F p[v] < (v(z1),...,v(z,)) € R.

A su vez, decimos que una clase de L-estructuras K es definible si existe una sentencia ¢ tal que para toda
L-interpretacién A, vale que AF ¢ <= A€ K.

45.1. Ejemplos
Sea L = {P,Q}, con Py @ simbolos de predicado unarios.

m [ ={(Vz)(P(z) = Q(x))}
n ) E (EIx)P( )—>< 32)Q(x)
n Iy F (Vo) P(z) — (V2)Q(2)
m Iy = {(V2)(P(z) = Qz)), (Fz)P(x)}
m [y F (37)Q(x)
m [y F (3z)(P(z) AQ(x))
m [y # (3z)(~P(z) A Q(x)
(

n [y = {(vz)(P(z) = Q(z)), (B2)(P(z) A-Q(z))}

m ['3 F ¢ para cualquier ¢

(
(
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46 SUSTITUCION DE VARIABLES

45.2. Lenguajes con igualdad

L es un lenguaje con igualdad si tiene un simbolo proposicional binario especial (el =) que sélo se interpreta
como la igualdad. Para ver algunos ejemplos, fijemos un lenguaje £ con igualdad y con ningtin otro simbolo.
Buscamos ¢ € FORM (L) tal que {A : AF ¢} sea la clase de modelos con

m exactamente 1 elemento
o= (Fz)(Vy)zr =y

m exactamente 2 elementos
=EFz)Fy) (@ #yA (V2)(z=zV2=y))

m exactamente 3 elementos
o= F2)Fy)(F)(z #yNaz# 2Ny #2)

46. Sustitucion de variables

46.1. Reemplazo de variables libres por términos

Sea £ = CUF UP un lenguaje fijo. Sea ¢ € FORM(L),t € TERM(L) y x € VAR. p[x/t] es la féormula
obtenida a partir de ¢ sustituyendo todas las apariciones libres de la variables = por t. Por ejemplo, para un
lenguaje con simbolo de predicado binario P y simbolo de funcién unario f se tiene

w Pz, y)[z/f(2)] = P(f(2),y)
w Pz, y)[z/f(x)] = P(f(x),y)
w (Vo) (Vy) P(z,y))[x/f(2)] = (Vo) (Vy) Pz, y)
n (P(z,y) = (Vo) (Vy) P(z,y))[z/ f(2)] = P(f(2),y) = (Vo)(Vy) P(z,y)

Sice€C, plc/t] es la férmula obtenida a partir de ¢ sustituyendo todas las apariciones de la constante ¢ por t.

46.1.1. Variable reemplazable por un término

Seat € TERM (L), x ¢ VAR Yy ¢ € FORM(L). Decimos que z es remplazable por ¢ en ¢ cuando
1. t es un término cerrado (i.e. no tiene variables) o
2. t tiene variables pero ninguna de ellas queda atrapada por un cuantificador en el reemplazo p[z/t].

Por ejemplo, para un lenguaje con simbolo de predicado unario P y simbolo de funcién binaria f, en

(Vy) (Vo) P(z) — P(x))
m = es reemplazable por z: (Vy)((Vz)P(z) — P(z))
m = es reemplazable por f(z,2): (Vy)((Vz)P(z) — P(f(z, 2)))
® = no es reemplazable por f(z,y): (Vy)((Vz)P(z) — P(f(z,y)))

46.2. Lema de sustitucion

Lema

Si z es reemplazable por ¢t en ¢ entonces

AE (pla/l)v] <= AF plo(z = 0(1))]

Demostracion. Esto se puede probar por induccién en la complejidad de ¢. Veamos caso por caso

m ¢ = P(u) es atémica (u es término; el caso n-ario es similar). Utilizando que v(ulz/t]) = v(z = v(t))(u),
se tiene
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48 CONSECUENCIA SINTACTICA EN LOGICA DE PRIMER ORDEN

AE P(u[z/t)[v] < ©(u[z/t]) € P4 < v[x =0(t)](u) € P4 < AF plv(z = 9(t))]
m @ es de la forma —1) o de la forma ¥ — p resulta trivial.
m ¢ es de la forma (Vy)i. Hay dos posibles situaciones:

m Supongo que z no aparece libre en . Tengo que v y v[z = v(t)] coinciden en todas las variables
que aparecen libres en ¢, ademds con esto resulta inmediato ver que ¢ = p[z/t].

m Supongo que zx si aparece libre en . Como z es reemplazable por ¢ en ¢, y no ocurre en t. Luego,
para todo d € A

o(t) = v(y = d)(t) (1)

Ademas, se tiene que x es reemplazable por ¢ en 1, y como x # y,

ple/t] = ((vy)v)la/t] = (Vy) (P2 /t).

Luego con esto se tiene

AF ploftllv] <= vde A, AFYlz/Mlu(y = d)]

= vde A, AF Ploly = d)(r = vy = d)(1))
o Vi€ A, AEYu(y = d)(z = v(1))]
E} Vde A, AE ¢Yv(z =v(t))(y = d)]
= AF ol = o(®)]

Con esto queda probado el lema. O

47. Sistema axiomatico SQ
EL mecanismo deductivo SQ para un lenguaje fijo £ se compone de
m Axiomas. Sean ¢, ¥, p € FORM(L), x € VAR, t e TERM(L)

SQL ¢ = (¥ — p)

SQ2 (¢ = (v = p)) = ((p = ¥) = (¢ = p)

SQ3 (e = ) = (¥ — )

SQ4 (Vx)p — ¢[x/t] si x es reemplazable por t en ¢
SQ5 ¢ — (Vz)p si & no aparece libre en ¢

SQ6 (Vz)(p = ) = ((Ve)p — (Va)i)

SQT Si ¢ es un axioma entonces (V)¢ también es un axioma
m Regla de inferencia.

MP Sean ¢, ) € FORM(L). ¢ es una consecuencia inmediata de ¢ — ¢ y ¢

48. Consecuencia sintactica en légica de primer orden
48.1. Consecuencia sintactica, demostraciones, teoremas y teorias
Fijamos un lenguaje £. SeaT' C FORM (L) y ¢ € FORM(L).

1. Una demostraciéon de ¢ en SQ es una cadena finita y no vacia ¢1, ..., ¢, de féormulas de £ tal que ¢, = ¢
y

B (; es un axioma o
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48 CONSECUENCIA SINTACTICA EN LOGICA DE PRIMER ORDEN

B (; es una consecuencia inmediata de ¢y, ¢; (con k,I < 7)
Donde en este caso, decimos que ¢ es un teorema (- )

2. ¢ es una consecuencia sintiidctica de I' (T F ¢) si existe una cadena finita y no vacia @1, .. ., ¢, de férmulas
de £ tal que p, = ¢y

® ; es un axioma o
myp;,elo

B ; es una consecuencia inmediata de g, ¢; (con k,l < i)

En este caso, @1, ..., p, se llama derivacién de ¢ a partir de I'. A su vez I' se llama teoria y decimos que
© es un teorema de la teoria I'.

48.1.1. Ejemplo
Tomemos como ejemplo ' = {(Vx)(¢[z/x])} F (Vz)p, donde = no aparece en .

L (Vz)((Vz)(plz/z]) = ¢) SQ4+ 5Q7
2. (V2)((Vz)(plz/2]) = @) = ((V2)(Va)(p[z/2]) = (V2)) SQ6

3. (V2)(Vx)(plz/z]) — (V2)p MP 1,2

4. (Vz)(plz/x]) = (V2)(Vz)(p[2/7]) SQ5

5. (Va)(plz/7]) r

6. (Vz)(Vz)(plz/z]) MP 4,5

7. (V2)p MP 3,6

Observar que
m Paso 1: x es reemplazable por z en p[z/z]
m Paso 1: plz/z][z/2] = ¢

m Paso 4: z no aparece libre en (Vz)(p[z/z])

48.2. Correctitud y consistencia

Teorema: (Correctitud)

El sistema SQ es correcto, i.e. '@ = I'F ¢.

Teorema: (Consistencia)

El sistema S(Q es consistente, i.e. no existe ¢ € FORM (L) tal que - ¢ y b —.

48.3. Resultados similares a los de SP

Teorema: (de la Deduccion)

SiT'U{¢}F ¢ entonces ' o — 1

Decimos que I' € FORM (L) es consistente si no existe ¢ € FORM (L) tal que 'F o y T'F —.
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48 CONSECUENCIA SINTACTICA EN LOGICA DE PRIMER ORDEN

1. TU{=¢p} es inconsisitente <= T'F ¢

2. T U {p} es inconsisitente <= T'F —p

Teorema

Si I' es satisfacible, entonces I' es consistente.

Teorema

Si I' es inconsistente, entonces existe un subconjunto finito de I' que es inconsistente.

48.4. Instancias de esquemas tautolégicos

Sea ©(p1,...,pn) una tautologia de P con variables proposicionales p1, ..., pn, ¥ sean ¢, ..., 1, férmulas cua-
lesquiera de primer orden. Deicmos que ¢(¢1, . .., %, ) es una instancia de un esquema tautolégico (reemplazando
p; por ¥; en la férmula original ).

o e s
.
.

Proposicién: S

i ¢ es una instancia de un esquema tautolégico entonces - .

Por ejemplo, la férmula P(p,q) = (p/Aq) — p es una tautologia. Luego, utilizando ¢ = (Vz)R(x) y p = (Jy)Q(y)
se tiene que P(1, p) es una instancia de un esquema tautolégico y entonces

F (Vo) R(z) A (By)Q(y)) = (Vo) R(x)

48.5. Variantes alfabéticas
Sea £ ={0,5} con igualdad y ¢ € FORM (L) definida como ¢ = = # 0 — (Jy)z = S(y).
En ¢ la variable x es reemplazable por z:

ple/z] =27#0— (Fy)z = S(y)
Sin embargo, la variable x no es reemplazable por y:

ple/yl =y #0— Gy)y = Sy)
No habria habido problema si la férmula original hubiese sido:

o =2#0— Fw)z = S(w)

Esto es para ilustrar que a ¢’ se la llama variante alfabética de (.

Lema

Sea ¢ € FORM(L). Dados © € VAR y t € TERM (L) podemos encontrar ¢’ (variante alfabética de ¢)
tal que

m {otFy' y{p}Fo

m 2 es reemplazable por ¢ en ¢’
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49 TEOREMA DE LA GENERALIZACION (TG)

49. Teorema de la generalizaciéon (TG)

Teorema

SiI'F ¢ y x no aaprece libre en ninguna férmula de I', entonces I' - (V).

Observar el por qué es necesario pedir que x no aparezca libre en ninguna férmula de I':
s ' ={R(x)} F (Vz)R(z)
m entonces por correctitud, {R(z)} ¥ (Vz)R(x)

Demostracion. Para demostrar esto, se plantea lo siguiente

derivacién de ¢ a partir de T' entonces T' - (V).

Luego, esto se puede demostrar por induccién en n.

m Caso base: P(1)

m Sea ¢, I' y x tal que x no aparece libre en I'
m Sea ¢ una derivacién de ¢ a partir de I'

m Queremos ver que I' F (Va)p
Se tienen 2 posibilidades:

1. Si ¢ es un axioma de SQ, por SQ7,F ¢ = T'F (Vz)p
2. Si ¢ € I' entonces

m [ Fop

m Por hipétesis, z no aparece libre en ¢
m Y por SQ5, ¢ — (Va)

m Luego por MP, T+ (Vz)p

m Paso inductivo: P(n)

m Sean p, I', x tal que = no aparece libre en I’
m Sean @1, ..., p, una derivacién de varphi a apartir de I'
m Queremos ver que I' F (Va)p

m Tomamos por hipétesis inductiva vale P(m) para todo m < n
Nos encontramos con 3 posibilidades:

1. ¢ es axioma de S@Q, igual que el caso base.

2. ¢ €T, igual que el caso base.

veces:

m Como i < n, vale P(i), y en particular T' F (Vz)p;
m Como j < n, vale P(j), y en particular I - (V) (¢; — ¢)

con M y luego con M) se obtiene que I' - (Vz)ep.

Con esto queda probado lo pedido.

P(n) = para toda ¢, I", = tal que I' F ¢ y x no aparece libre en ninguna férmula de T, si 1, ...

,n €s una

3. ¢ se obtiene por MP de ¢; y ¢; (con ¢,j < n). Supongamos que ¢; = ¢; — ¢. Usamos HI 2

Luego por SQ6, se tiene - (Va)(¢; — ) — ((V2)p; — (Va)p). Y aplicando M P 2 veces (primero
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50 TEOREMA DE LA GENERALIZACION EN CONSTANTES (TGC)

50. Teorema de la generalizacion en constantes (TGC)

Teorema

Supongamos que I' - ¢ y ¢ es un simbolo de constante que no aparece en I'. Encontes existe una variable
2 que no aparece en ¢ tal que T' - (Vz)(p[c/z]). Mas aun, hay una derivacién de (Va)(p[c/x]) a partir de
I" en donde ¢ no aparece.

50.1. Consecuencias de TGC

Corolario

Supongamos que T' F ¢[z/c] y ¢ es un simbolo de constante que no paraece en I' ni en . Entonces
¢ (Vz)p. Més aun, hay una derivacién de (Vz)p a partir de T’ en donde ¢ no aparece.

Demostracion. Por el TGC, existe x, tal que  no aparece en ¢[z/c] y I' b (Vz)(p[z/c][¢/z]) (v en esta tltima
derivacién no aparece c).

Como ¢ no aparece en ¢, p[z/c][c/x] = ¢[z/z]. De forma que T'  (Vz)(¢[z/x]), y por el teorema de la
deduccidn, sabemos F (Va)(¢[z/x]) — (V2)p.
Por tltimo haciendo M P concluimos que I'(Vz)¢ (notar que en esta dltima derivacion no aparece c). O

50.2. Lenguajes con igualdad en légica de primer orden

Fijamos un lenguaje £ con igualdad. Para los lenguajes con igualdad, se considera el sistema SQ~ con los
axiomas y la regla de inferencia de S@, sumando estos dos axiomas.

m Axiomas adicionales para SQ~. Sea ¢,v» € FORM (L), z,y € VAR

SQlzx==x
SQ=2 x =y — (¢ — ¢) donde ¢ es atémica y 1) se obtiene de ¢ reemplazando x por y en cero o
mas lugares.

Se puede probar que
m SQ~ es consistente
m Si hay una derivaciéon de ¢ en SQ~ entonces ¢ es verdadera en toda L-estructura en donde el = se
interpreta como la igualdad
50.3. Notas sobre computabilidad y légica de primer orden

Fijemos un lenguaje numerable £. Se pueden codificar las férmulas de FORM (L) con niimeros naturales. Igual
que para la légica proposicional:

m Es computable la funcién:

1 z es una demostracion valida en S para L

0 cc

demy(x) {

m Considerar el siguiente programa P:

[A] IF dem,(D)=1ADJ||D|] =X GOTO E
D+ D+1
GOTO A

m @ es teorema de SQ para L < #¢ € dom(¥p)

m FEl conjunto de teoremas del sistema S@Q para L es c.e.

o7



51 COMPLETITUD DE S@

51. Completitud de SQ

Para probar dicho teorema, primero es necesaria ver que Consistente = Satisfacible. Esto va a ser probado
por una larga demostracion, para luego abordar el teorema de completitud y sus corolarios.

51.1. Consistente = Satisfacible

Sea L un lenguaje fijo. Sea T' € FORM (L) consistente. Se quiere construir un modelo canénico B y una
valuaciéon v de B tal que:

B E ¢[v] para toda ¢ € T
Demostracién en 5 pasos:
Demostracion.

m Paso 1. Expandir £ a £’ con nuevas constantes. £ = LUC. En C hay una cantidad infinita numerable
de nuevas constantes ("nuevas'porque no aparecen en L).

m Paso 2. Agregar testigos a I'. Trabajamos con I' U ©, donde O es un conjunto de férmulas especiales
que usan las constantes nuevas de £'.

m Paso 3. Aplicar el lema de Lindenbaum para I' U ©. Obtener A D I' U © maximal consistente.
m Paso 4. Construir el modelo canénico A y valuacién v (para L) tal que AF plv] <= ¢ € A.

m Paso 5. Restringir A y v al lenguaje original £ y obtener B.

51.1.1. Paso 1: Expandir £ a £’ con nuevas constantes

Teorema

Sea I' C FORM (L) consistente. Sea C un conjutno de nuevas constantes que no aparecen en L. Si
L' = L UC entonces I es consistente en el lenguaje £'.

Demostracion. Para probar esto, se puede probar por el absurdo. Supongo que I' es inconsistente en el nuevo
lenguaje £'. Entonces 3p € FORM (L') tal que ' - ¢ AT I —p. Con esto se tiene:

m Cada una de estas derivaciones usa férmulas en FORM (L') donde solo aparece finitas constantes
nuevas.

m Por el TGC, cada cosntante nueva utilizada (que por hip6tesis no aparece en I') puede reemplazarse
por una variable nueva.

m De esta forma se obtiene una derivaciéon de
'+ 90[01,...,cn/m1,...,xn] y 'k _'@[Cla”-vcn/xlw"vmn]
en el lenguaje original £ (donde ¢; son nuevas constantes y x; son nuevas variables).

Luego, I' es inconsistente en el lenguaje £ llegando a un absurdo.

51.1.2. Paso 2: Agregar testigos a I
Sean I' y C como en el paso 1. Sea {(¢1,21), (@2, Z2), ... una enumeracién de FORM (L') x V AR. Definimos

On = =(V2y ) — = (PnlTn/cn])
donde ¢,, es la primera constante de C que

m No aparece en @, y

m no aparece en 6y,...,60,_1

98



51 COMPLETITUD DE S@Q

Con esto definimos © = {61,609, ...}

Teorema

TU® C FORM(L') es consistente.

Observar que © agrega testigos a I'. Si ocurre —(Vx)y entonces hay una constante ¢ que atestigua que ¢ no vale
para todo z, i.e. ~(p[z/c]).

51.1.3.

Demostracion. Supongamos I' consistente. Recordemos © = {61,6,,...}

Supongamos que I' U © inconsistente, debe existir i tal que T U {61,...,0;41} es inconsistente; sea n el

minimo tal 7.

Es importante observar que I' U {6y, ...,60,} es consistente y se tiene que

PU{01,... 00} = (2(Va)p = ~(plz/2]))

Ont1

donde ¢ no aparece en {601,...,6,} nien .

De forma que las siguientes férmulas son instancias de esquemas tautolégicos:

B 01— (Va)p
m —0ni1 — (p[z/d])
por lo tanto
Bl — —(Vo)p = Tu{,....0,} F=(Vo)p

B F 0,11 — (plr/d) = TuUu{,....0,}F ¢lz/c]

Pero luego por el corolario del TGC se tiene que T'U{#1,...,0,} F (Va)p (notar que ¢ no aparece en

FuU{bs,...,6,} nien ).

Resultando en T'U {6y, ..., 0, } inconsistente, llegando a un absurdo.

Paso 3: Lema de Lindenbaum para I'U©

Teorema

Sean I" y © como en los pasos 1 y 2. Existe un conjunto A O I'U © tal que A es maximal consistente.

Demostracion. La construccion de dicho A se da de manera similar al caso de la 16gia proposicional del lema
de Lindenbaum.

Como en el caso proposicional, para toda ¢ € FORM (L")

m o € Aobien ~p € A

mpEeEA <= Alyp

O
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51.1.4. Paso 4: Construccién del modelo canénico A
Primero vamos a definir el modelon canénico A:
s A=TERM(L')
m Para cada simbolo de funcién n-aria f € L', f, (ty. o tn) = flt1,...,tp) €A
T

m Para cada simbolo de constante c€ L', cqa=ce A

m Para cada sfmbolo de predicado n-ario P € £/, (t1,...,t,) € PA <= P(t1,...,t,) € A
—_————
cAn
Luego vamos a definir la valuacién v : VAR — TERM (L') como v(z) =
A

Para todo t € TERM (L), o(t) =t

I Demostracion. Se puede probar por induccién en la complejidad de .

Teorema

Para toda ¢ € FORM(L'), AE pv] <= p€ A

Demostracion. Esto se puede probar por induccién en la complejidad de ¢
m Caso base: Si ¢ es una férmula atémica P(t1,...,tp):
AEP(ty,...,tn)[v] <= v(6(t1),...,0(t,)) € PA

= (t1,...,t,) € PA pues 0(t) =t
< P(ty,....,tn) €A por definicién de A

para ¢ con menor complejidad:

=7
AE pv] <= AFE Y[v]
— YA por HI
<= —wp € A por propiedad de A
m =1 —p.
=)
AE pv] <= AEYv]V AE p[v]
— YP¢AVpeA por HI
— YpeAvVvpeA por propiedad de A
= AF¢Y —>p
= Y —>peA por propiedad de A
()

peEA = YvEéAV(WEAANALEpP) MP en 2do caso
= Y ¢ AV (peAApeA) porpropiedad de A
= Y ¢AVpeEA
— AFEY[v]VAE pv] por HI
= AF W)

m Paso inductivo: Para el paso inductivo hay 3 posibilidades, tomando por HI que la propiedad se cumple
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m = (Vo)
(=) Supongamos que A E (Vz)y[v], luego para todo t € A, AFE Yv(x = t)]. Y supongamos que
—(Vz)p = =(Ylz/c]) € ©.

En particular se tiene que A F ¢[v(z = ¢)], y por la definicién de v dada, A F [v(z = 9(c))].
Luego por el lema de sustitucion A E (¢¥[z/c])[v]. Y por HI, ¥[x/c] € A (con lo que por
propiedad de A, =(¢[z/c]) ¢ A).

Ahora veamos que —(Vx)y € A. Supongamos que —(Vx)y € A, con lo que A F —(Va)y.
Como A D O, =(Vz)y — =(¢[z/c]) € A, de forma que A F —(Va)p — —(¢[x/c]). Luego por
M P tenemos A F —(¢[z/c]), y por propiedad de A, =(¢[z/c]) € A.
Con esto se concluye que (Va)y € A.

(<) Supongamos que A ¥ o[v], luego existe t € A, A ¥ ¢[v(z = t)]. Luego, sea 1)’ una variable
alfabética de v tal que z sea reemplazable por t en ', de forma que A ¥ ¢'[v(x = t)].

Como o(t) = t, AF ¢'[v(x = 0(t))]. Y por el lema de sustitucion se tiene que A ¥ (¢'[z/t])[v],
con lo que por HI, ¢'[z/t] ¢ A.

Ahora veamos que (Vz)1)' ¢ A. Supongamos que (Va)y’ € A, con lo que A F (Va)1)'. Sabemos
por SQ4 que F (V)" — ¢'[z/t]. Por M P concluimos que A F ¢'[z/t], y por propiedad de
A, Q' z/t] € A.

Y por equivalencia de variantes alfabéticas, (Va)y ¢ A (llegando a un absurdo).

51.1.5. Paso 5: Restringir A y v al lenguaje original £

Volviendo al lenguaje original £, definimos B como la restriccién de A a £ (i.e. ya no interpreto las nuevas
constantes).

Del paso 4 sabemos que para toda ¢ € FORM (L), AE ¢[v] <= ¢ € A (recordar que A D T'). Adicionalmente
entonces, si p € I' C FORM (L) tenemos que A E p[v] < BE p[v].

Luego, para I' consistente, enconrtramos una L-estructura B tal que B E ¢[v] para toda ¢ € T.
Con esto concluimos que I' es satisfacible.

Corolario

I" es consistente <= T es satisfacible.

51.2. Teorema de Lowenheim-Skolem

Teorema: (sin igualdad)

Sea £ numerable y sin igualdad. Si ' € FORM (L) es satisfacible, es satisfacible en un modelo infinito
numerable.

| Demostracion. Eslo visto en el teorema previo, si £ es numerable, A = FORM (L) es infinito numerable. O
Teorema: (con igualdad)

Sea £ numerable y con igualdad. Si T' C FORM (L) es satisfacible, es satisfacible en un modelo finito o
infinito numerable.

Teorema: (ascendente)

Si £ numerable y I' € FORM (L) tiene modelo infinito, tiene modelo en cualquier cardinalidad.

61



53 APLICACIONES DE LA COMPACIDAD

52. Compacidad

Teorema: (Completitud fuerte, Godel)

'y = Ttke

I Demostracion. Igual que para la légica proposicional. O

Corolario

IT'Fp <= I'top

Teorema: (Compacidad)

Sea I' C FORM(L). Si todo A finito tal que A C T es satisfacible, entonces I" es satisfacible.
I Demostracion. Igual que para la légica proposicional. O

53. Aplicaciones de la compacidad

53.1. No expresividad

Teorema

Si I' tiene modelos arbitrariamente grandes, tiene modelo infinito.

Demostracion. Definimos (en el lenguaje con solo la igualdad)

P2 = (Fx)(Fy)z #y
p3 = (F2)(Fy)F2) (@ #y Ao #z Ny # z)

¢, = “hay al menos n elementos”
m Por hipdétesis, todo subconjunto finito de I' U {¢; | ¢ > 2} tiene modelo.
m Por compacidad, I' U {¢; | i > 2} tiene algin modelo M.
m M tiene que ser infinito.
Con ello se puede concluir
m A es infinito <= AF {p; | i > 2}

m y no existe I' tal que A finito < AFET.

62



54 REPASO DE MAQUINAS DE TURING

53.2. Modelos no estandar

Consideremos un lenguaje £ = {0, S, <,+,-} con igualdad. Consideremos la estructura N' = (N;0, S, <, +,-)
con interpretaciéon usual. Luego, sea

Teo(N) ={p € FORM(L) : ¢ es sentencia y N E ¢}
Expandimos el lenguaje con una nueva constante ¢ y definimos
'={0<¢ S(0)<c S(S0)) <c, S(S(S(0)) <c,...}
Se puede observar que
m cada subconjunto finito de I' U T'eo(N') tiene modelo,
m y por compacidad, T' U Teo(N) tiene modelo,
m con lo que por el teorema de Léwenheim-Skolem T' U Teo(N) tiene un modelo numerable de la forma
M = (M;0M M <M M MMy
Luego, sea M’ la restricciéon de M al lenguaje original L. Se tiene que
m N Eyp < M E p para toda sentencia ¢ € FORM (L), Luego
B NEFp = peTeolN) = MEFp = MFEyp

s NEp = NE-p = ~peTeoN) = ME-p = ME-p = MFEyp

M

m Pero se tiene que Ny M’ no son isomorfos: ¢! es inalcanzable en M’.

54. Repaso de Maquinas de Turing

Recordar que una maquina de Turing es una tupla

M= (%,Q,T,qo,4q5)
donde
m ¥ (finito) es el conjunto de simbolos que puede escribir en la cinta
m @ (finito) es el conjunto de estados, de los cuales se distinguen:

B ¢y € Q es el estado inicial
m gr € Q es el estado final
BT CQxXxX3XU{L, R} xQ es la tabla finita de instrucciones’

Dicha mdquina, fijando ¥ = {1, *} con esntrada w € {1} términa (notado M (w) |) si y sélo si partiendo de w
en la cinta de entrada y la cabeza leyendo el primer caracter después de w,

Cxox 110001 % L.
q0

llega al estado ¢y después de una cantidad finita de pasos.
No es computable determinar si una maquina de Turing termina o no.
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55. Indecidibilidad de la l6gica de primer orden

La idea de la demostracion de queprimer orden es incedidible consiste en fijar un lenguaje adecuado L, y dada
un maquina M y w € {1}, construir (uniformemente) una sentencia ¢y, € FORM (L) tal que

M(’LU) J, <k PMw

Si el problema de determinar si vale - ¥ o ¥ ¢ para v € FORM(L) fuese computable, en particular seria
computable determinar si b @pr., 0 ¥ @pr. para cualquier maquina M y entrada w. Como esto dltimo no
escomputable, tampoco es computable determinar si vale | 1) o ¥ ¢ para cualquier ¢ € FORM (L).

Dados M y w, ¢, es una féormula de £ que se construye computablemente a partir de M y w. Donde ¢z,
describe el comportamiento de M con entrada w en una cierta interpretacién A. Se dice que ¢arq €5 una
formula programa.

55.1. El lenguaje £

El lenguaje £ consiste de
m Simbolos de constante:
m Uno solo: €
m Simbolos de funciéon

m La funcién 1 unaria

m La funcién * unaria
m Simbolos de relacién

m Infinitos (tantas como necesitemos) simbolos de relaciones binarias

m Sea E = {qo,47,p,q,7,...} un conjunto infinito de estados que podemos llegar a usar en maquinas
de Turing.

m Cada méaquina particular usard solo una cantidad finita de estados de E.
m Los simbolos de relacion son: Ry,, Ry,, Ry, Ry, Ry, . ..

Donde se utilizara como notacién:
m Si ¢ es un término de £, 1(t) lo notamos 1¢
m Sites un término de L, *(t) lo notamos *t
Por ejemplo:
m 1(x) lo notamos 1z
m 1(1(e)) lo notamos 11e
m 1(1(*(1(y)))) lo notamos 11 * 1y

55.1.1. La interpretaciéon A

Dada una maquina M = (X,Q, T, qo, ) y una entrada w € {1}*, fijamos una interpretacién A = Apy
m El universo: A = {1, *}* = cadenas finitas sobre {1, %}, lo cual va a representar datos en la cinta de M.
m ¢4 = cadena vacfa. La cinta es infinita, pero infinitos * se representa como e.
m Las funciones 14 : A — Ay *4 : A — A se interpretan asi:

m 14(z) = 1z, o sea la cadena que empieza por 1 y sigue con x
m x4(z) = *x, 0 sea la cadena que empieza por * y sigue con x
m Para g € Q, (Ry) 4(7,y) es verdadero si y sélo si la maquina M con entrada w llega a una configuracién
en la que:
m El estado es ¢
m En la cinta esta escrito x en orden inverso y a continuacién y

m La cabeza de M apunta al primer caracter de y
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55.2. Definicién de la férmula-programa ¢y,

7’ . /_/H . . .’
Dada un maquina M = (£,Q,T,qo,qf) y una entrada w = 1...1 fijamos la interpretaciéon A = Ay que
acabamos de ver. Luego, definimos las sguientes féormulas:
k

—~
B o :=Ry(l...1€€)

m i.e. “el estado inicial es alcanzable”
m AFE ¢

m oy = (32)(Fy) Ry (2,9)
m i.e. “el estado final es alcanzable”
m AF gy <= M(w) |
Se tiene para cada instruccion I € T":

m Si [ sice si M esta en el estado g y lee un 1, escribir b y pasar al estado r, se define
Y1 = (Vo) (Vy)(Ry(x, 1y) — Ry (z,by))
m Si [ sice si M esta en el estado g y lee un *, escribir b y pasar al estado r, se define
Y1 = (Vo) (Vy) (Re(z, xy) — Re(z,by)) A
(Vz)(Ry(x, €) — Ry (x,be))
m Si [ sice si M esta en el estado ¢ y lee un 1, moverse a la izquierda y pasar al estado r, se define
vr = (Va)(Vy)(Re(lz, 1y) = Ry(z, 11y)) A
(Vz)(Vy) (Rq(*z, ly) — Rp(z,%1y)) A
(Vy)(Rq(€, 1y) — Ry (€, x1y))

m Si [ sice si M esta en el estado g y lee un %, moverse a la izquierda y pasar al estado r, se define

V= (Vo) (Vy) (Re(1z,+y) = Ry (z,1*y)) A
(Va)(Vy) (Rq(+,+y) = Rp(z,% *y)) A
(Vy)(Rq(e,#y) = Rr(e, % xy)) A
(Vz)(Ry(*x,€) = Ry (z,€)) A
(Vz)(Ry(1z,€) — Ry (z,1€)) A
(Rq(€,€) = Ry(e,€))

(Andlogo para moverse a la derecha).

Recordar que la maquina M = (3,Q, T, qo,qy) tiene siempre un conjunto finito de instrucciones 7. Definimos
luego

o = (po A [\ ¥1) — o5
IeT

Proposicion

SiAE oy <= M(w) |

Demostracion. Sabemos que A F ¢q, y sabemos que AF ¢y <= M (w) J. Luego, se puede ver que A F ;
para cada [ € T. Con lo que AF o0 <= AF ¢p <= M(w) |. O

56. Entscheidungsproblem

Fomvw <= Mw) /|
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Demostracion.

(=) Sit @ entonces F @arq, es decir, o, es verdadera en toda interpretacion. En particular, A E
O w- Luego M(w) J.

(<) Se va a proponer una idea de la demostracién. Si M (w) | entonces existe un cémputo de M (w) |:

(56177’1»2/1) ~ ($27T2792) ML (xnarnayn)

con i, y; € {1,%}", i € Q, w1 = w, 11 = qo, y1 = € T = g5
Cada (z;,r;, y;) representa una configuracién del cémputo M (w):
m El estado es r;
m La cinta contiene - - - x % % [2;][y;] * % - -

m La cabeza estd apuntando al primer caracter de y;'
Cada paso de la ejecucién coincide con una sustitucion de una de las férmulas ;.

m Cémputo de M (w) = demostracién de @ps

m Férmula ¢y, = programa de M

Recordemos que

orw = (0o A [\ ¥1) = o5
IeT

Supongamos que M con entrada 111 da el siguiente cémputo:

(g0,%,L,q1)ET (q1,1,L,qp)ET
PO A (

(1117(10,*) (11,61171) ]-7qfa]-1)

Veamos que {qo} U{¢; | I € T} F ¢;. Esto pruba que F ©as-

m Recordemos que ¥4y «.1,q,) = - - A (Vo) (Ry, (17, €) = Ry, (x,1€)) A ..., donde por SQ4,
{go} U{¢r | I € T} F (R, (111e,€) — Ry, (11e, Le)).

m Recordemos que ¥y, 1,1,q;) = (V2)(Vy)(Ry, (12, 1y) — Ry, (v, 11y)) A ..., donde por SQ4,
{aoy U{vr | I € T} F (Ry, (1€, 1€) — Ry, (1€, 11¢)).

m Recordemos que ¢g := Ry, (111¢,¢)

m Por MP, concluimos {qo} U {¢r | I € T} F Ry, (1¢, 11€)

m De esto, se puede concluir {qo} U{¢r | I € T} F (32)(3y) Ry, (2, y)

er
O
Sea L el lenguaje descripto y sea ¢» € FORM (L). El problema de decidir si k- 1) o ¥ 1 no es computable.
Demostracion.
Supongamos que hay un programa que dada ¢» € FORM (L) devuelve verdadero s{ y s6lo si - .
Dada M y w, habria un procedimiento para decidir si M (w) | o M(w) 1:
1. Construir ¢, (esto se have computablemente)
2. SiF @a entonces M(w) |; si no M(w) T
O
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TEOREMA DE INCOMPLETITUD DE GODEL

57.

Teorema de incompletitud de Godel

Pendiente.
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